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—- 拓扑学基础及应用 

本朽分为两部分，前七章作为第一部分，介绍了拓扑学这门*要的、充满魅力的课程的基本 内容； 
店七章作为第二部分，论述 f 拓扑学的概念在各领域的作用和怠义，这些领域包括数卞 阌像 处理、遗传 
工程、 地理估总系统、机器人 7 、(心脏搏动模型）、生物化$、化7、经济$、化学 m 论、电子 
线路设计和宇宙学等。 

本书特点 “ • fz .、::. … • • :: 

修在 展开内容时，先提供一个简糾的、引人入胜的竹®知识介绍，为引进冇关的概念作铺墊， jf - 激 
发读者学习和以后进-步钻研的兴趣。 

* 提供/许多例 f 和插 m ， 并用生动的语言深人浅出地 M 述/这门通常被认为是很抽象的、很艰深 
的、望而生畏的数学课程。 

*注 重启发学生的思维，有利于科7独创性的培养。 

• 除了反映拓扑学广泛应用的动态外，还为数学教学改革提供了范例。 
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本书通过大量例子和插图，用生动的语言深人浅出地阐述了拓扑学这门重要的、充满魅力 
的数学课程 . 本书分为两部分，前七章作为第一部分，介绍了拓扑学这门课程的基本 内容； 后 
七章作为第二部分，论述了拓扑学的概念在其他数学领域、科学以及工程方面的作用和意义 . 

本书作为拓扑学的人门课程，适用于对拓扑学及其应用感兴趣的各专业本科生与研究生 . 
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译者序 


众所周知，拓扑学（与分析学和代数学一起）是现代基础数学的三个关键领域之一 •近 
几十年来，拓扑学在经历朝抽象方面发展的阶段后，又在诸多应用领域得到了广泛的发展. 
本书就是为了适应这一趋势而推出的. 

本书适用于对拓扑学及其应用感兴趣的各专业本科生与研究生，当然还有教师和专业人 
员.这些专业领域包括数字图像处理、遗传工程、地理信息系统、机器人学、医学（心脏搏 
动模型）、生物化学、化学、经济学、化学图论、电子线路设计和宇宙学等.对于数学专业的 
本科生、研究生和教师，本书也是很好的教材或教学参 考书. 此外，关注数学教学改革的各 
界人士，也能从本书得到有益的启示. 

本书可以分为两大部分，前七章作为第一部分，是介绍拓扑学基础的核心部分，后七章 
是第二部分，其中的拓扑学论题的结论大都来自前七章的结论. 

作者在展开内容时，无论是理论还是应用方面，都先提供一个简短的、引人入胜的背景 
知识的介绍，为引进有关的概念作铺垫，并激发读者学习和以后进一步钴研的兴趣.为了减 
轻读者的负担，除了核心部分，作者还设法让本书所讨论的论题彼此独立.在“前言”中， 
列表给出了这些论题之间的关系.借助这个表，读者就可以采用最合理的途径，尽快地实现 
自己的目标. 

对应用感兴趣的读者，可以按照“前言”中列表的提示选学有关的章节，为解决相关领 
域的问题，尽快奠定必要的拓扑学的基础. 

由于“不懂拓扑学就不懂现代数学”的观念逐步深入人心，因此拓扑学课程已开始列入 
大学数学类专业的教学计划.而本书理论与应用并重，把它作为基础数学与应用数学专业本 
科生或其他专业研究生拓扑学课程的教材，是很合适的.在本书中，作者采用拓扑学的工具 
对代数学基本定理和若尔当曲线定理作出证明.这两个定理在数学专业的课程中一般是不给 
出证明的.当然，对专攻拓扑学领域的学生来说，本书对有关理论的阐述深度是不够的，有 
待进一步扩展.此外，译者认为，本书缺乏对拓扑学整个学科的系统性的综述，这算是它的 
美中不足之处.不过有心的读者不妨自己进行综合、概括，必定大有裨益. 

译者向读者推荐本书，理由很简单，作者将人们通常认为很抽象、很艰深、望而生畏的 
一 门数学课程用生动的语言深人浅出地阐述出来.它还提供了许多例子和插图，便于读者理 
解抽象的概念和理论.因此，只要有一定微积分基础的读者，都能通过本书掌握拓扑学的基 
本理论和方法. 

作者还针对读者对课程的不同需要，对内容作出精心的安排并提出建议.课程的实施除 
了可以采取各种通常的形式外，还可以采取讨论班的形式进行，这样，读者在获取知识的同 
时，还能增长解决问题的能力. 

译者还向关心数学教学改革的人士推荐本书.本书很有独创性，除了反映拓扑学广泛应 



用的动态外，还为数学教学改革提供了范例.作者尊重教学规律，注重启发学生的思维，有 
利于科学独创性的培养.现在，科教兴国的观念日益深入人心，重视教育的呼声持续不断. 
数学工作者为此也作出了努力，但是实际状况并不 理想. 仅以微积分教材为例，全国出版的 
各类微积分课本不下千种，不仅内容千篇一律，而且教学思想也显得有些陈旧，所举的例子 
很多是不切合实际的，有创意的教材屈指可数，与社会的需要很不适应_如果没有独创性的 
教学思想和教材，学生独创性思维的培养就无从谈起了，希望本书能为我国数学教材的改革 
提供有益的借鉴，译者渴望独创性的数学教材在华夏大地不断涌现 • 

译者作为从事数学教学工作40年的老数学工作者，有幸比读者早欣赏到本书的风采，再 
次郑重向诸位推荐此书，愿与大家一起分享好书给人们带来的愉悦. 

承蒙机械工业出版社华章公司计算机编辑部主任及责任编辑的关注，使译者在本书定稿 
前收到从网上下载的原作者提供的勘误表，确保了本译著的质量，对此表示谢意.译者提及 
此事，是希望国内出版界本着对读者负责的精神，发扬勇于纠正错误的风气，利用网络发布 
等形式，为读者提供高质量的精神食粮. 

除封面署名之外，参与本书翻译的还有王季华、姚德源、肖伯骥、沈佳、仇晓林等人. 
本书涉及的应用学科门类广泛，由于知识面的局限，在有关拓扑学和应用学科的术语等方面 
的表述上，难免有不当之处，请读者不吝指正，在此预致谢意. 


沈以淡 

2010 年 3 月 15 日 



通常认为，拓扑学（与分析学和代数学一起）是现代基础数学的三个关键领域之一.在拓 
扑学的早期发展中，它的一些结果主要是受现实世界问题研究的推动而产 生的. 然后，在20世 
纪上半叶，拓扑学的奠基性工作确立以后，它的重点开始转向抽象.过去几十年来，拓扑学在诸 
如经济学、工程、化学、医学和宇宙学等形形色色的领域中的应用都有了长足的发展. 

本书的目标在于以下两个 方面： 

• 介绍拓扑学这门重要的、充满魅力的课程. 

• 论述拓扑学的概念在其他数学领域、科学以及工程上的作用和意义. 

通过本书，读者将了解点集拓扑的基础知识，并进一步被引向诸如纽结、流形、动力系 
统、不动点和拓扑图等课题.此外，读者还将了解在一些应用领域中如何运用拓扑学的一些 
结果，范围包括从化学中的原子到宇宙学中的天体. 

目标读者 

阅读本书需要具备最基本的数学素养，对于已成功修完一门基础数学方面的人门课程的学 
生来说，应该已具备了足够的数学背景知识.在第0章，我们提供了本书所需的集合、关系、函 
数、实数轴和欧几里得空间等背景材料的概述.已经修过微积分系列课程并掌握了本书第0章的 
内容，且在数学上有一定素养的学生，就已充分作好了选修本课程的准备.我们认为，本书作为 
拓扑学的人门课程，适用于本科生一学期或两学期的教学，也可以作为研究生的人门课程. 

如何使用本书 

点集拓扑的核心介绍可以在本书以下章节 找到： 1.1 〜1.3, 2.1 〜2.3， 3.1 〜3.4, 4.1， 
4-2， 5.1, 5.3, 6.1 〜 6. 4， 7. 1 〜 7. 3. 

对采用本书作为教材的任何课程，我们推荐把以上这些章节列人课程的核心部分，因为 
本书其余大部分材料都来自这些章节的许多结论. 

除了这些核心部分，我们试图使本书的其余论题彼此独立.在后面的表中，给出了这些 
论题之间的关系. 

对本书核心部分之外的每个拓扑学论题以及每个应用，我们都提供了简短的、有意义的、 
引人入胜的介绍，希望以此激发读者的兴趣，并为后续研究埋下伏笔. 

对于一学期的拓扑学人门课程，应该包括第1〜7章的核心部分，以及其余章节的几个附 
加课题.随后的课程安排可以采取各种形式，既可以继续学习本书的全部附加课题和应用， 
也可以采取讨论班的形式进行.在讨论班上，可以让学生对附加的课题和应用进行探讨，并 
发表对这些问题的看法.在每次讨论班上，在拓扑学的应用方面应选取一个关注点，主要选 
自本书提供的素材.我们还认为，这些附加的课题和应用有助于学生的独立研究，并为优等 
生或教师的进一步探索提供有益的介绍性材料. 

章节之间的关系 

本书的使用可以有许多方式.不过，我们仍然推荐把第1〜7章的核心部分作为点集拓扑 



的一个引论.下表给出了本节各论题之间的关系，以帮助读者或教师挑出所需的、核心部分 
以外的课题，并选择合适的学习顺序.关于此表，应注意以下几个要点： 

• 与核心材料所对应的章节号，加圈予以标注_ 

• 没有提供第1〜7章之间的相互关系，仅给出其中每一章各节之间的相互 关系. 

• 对第8〜14章的附加课题来说，第1〜 7 章的核心材料是不可或缺的，但是，第1〜 7 
章非核心的节中没有第 8-14 章所需的材料（除了几个习题中参考了所需的材料 
夕卜).因此，在此表中，未告知第8〜 M 章如何依赖于第1〜7章 • 

• 提供了第8〜14章之间以及每一章各节之间的依赖 关系. 


第 1 章： 拓扑空间 

( U )— ( D )^(0)-^1.4 

第 2 章： 内部、闭包与边界 


第 3 章： 构建新的拓扑空间 


第 4 章： 连续函数与同胚 


第 5 章： 度最空间 

广5_2 

^5.4 

第 6 章 「 连通性 

晒 

晒 

- *-6.5 

第 7 章：紧致性 


第 8 章： 动力系统与混沌 

_ 本章与其他章的论题无关. 

^8.4 

81^8 2-^8.3 C 

^8.5 

第 9 章：同伦与度理论 

• 定理 9 . 14 的证明要用到 4. 1 节和 7 . 3 节的补充练习 中 所建立 
的蒂茨延拓定理. 

广 9.3 

/ 94 

9.1^9.2^ ' 

V .9；6 

第 10 章： 不动点定理及其应用 

• 10 . 1 节中布劳威尔不动点定理的证明要用到 9 . 2 节中的非收 

缩定理 . 

9.2 

1 ,10_2 

1( X 1 之 

^10.3-^10.4 

第 11 章： 嵌入 

• 在 11 . 1 节中对亚历山大角状球面的讨论，涉及 9 . 5 节中所给 
出的单连通性.对于这个例子来说，并不需要对单连通性进 
行充分阐述，能直观地理解 9 . 5 节中的定义和相关结果就足 
够了. 

_ 在 11. 2 节中对若尔当曲线定理的证明，需要用到 9.2 节中的 
非收缩定理和定理 9 . 14 , 以及 10 . 1 节中的布劳威尔不动点定 
理.请注意，正如在第 9 章已提过的，定理 9 . 14 的证明要用 
到蒂茨延拓定理. 

9.2 

10.1 

1 

#11.2 

11,1^ 

^11.3 

第 12 章：纽结 

• 本章与其他章的论题无关， 

12.1-^12.2^12.3 - ^12.4 








I 


(续） 

第 13 章： 图论与拓扑学 

• 本章与其他章的论题 无关. 

^13.2 

13.1^ 

.13.3-^13.4 

第 14 章： 流形与宇宙学 

• 在 14. 3 节末尾简短讨论庞加莱猜想时提及了单连通性，这是 

9. 5 节中所提出的 论题. 除此之外，本章与其他章的论题无关. 

<14,2 

14 1 〃 

'^14.3^14.4^14.5 


证明 

在本书中，拓扑学是作为一门基础数学来阐述的，我们提供了所需的定义、定理和适当 
形式的证明. 

在第1〜7章的核心部分，对所有的定理（除乌雷松度量化定理外）或者给出了证明或者 
安 排作为习题.这些定理的证明主要是根据定义和以前的定理以直接的方式得到的.在这些 
章中所给出的证明中，我们试图为读者提供范例，在做习题中的证明题时，可以作为参考 • 
阅读、理解这些证明，并且把它们的推导过程写出来，是学好数学的至关重要的方面. 

在第8〜14章中，我们对所提出的一些定理不加以证明，而另外一些给出证明的定理也 
未包含技巧上的细节.之所以这样做，是因为这些证明或细节要么需要超出本书范围的高深 
工具，要么背景特殊并与课题的适当展开显得有些格格不入 • 我们希望在第8〜14章中，用 
较少的篇幅对论题进行介绍，并希望这些介绍能够让读者感到流畅 自如. 在证明或细节省略 
的场合，我们通常会告知读者，在哪里可以找到与此论题有关的进一步信息的其他来源. 

拓扑学是一门高度可视化的学科，因而在研究时，图示对一个论题的理解常常是有 益的. 
我们有时通过图示把一个证明中论证的几个部分连贯起来.在拓扑学中这是惯例，但是这样 
做既有优点又有不足.优点是，它使得书中的材料融会贯通，为一项研究工作或一次教学活 
动减少需要明确告知的细节；而缺点是，特别是对像本书这样一本入门教材来说，可能会给 
人一种印象，即拓扑学似乎主要是关于图形的一门学科，不如数学的其他领域那样严格•重 
要 的是， 要把图形的背后总是存在规范的数学这一点牢记在心，而且如果需要，可以提供为 
完成由图形表示的论证所需的必要细节. 


图示 


正如之前所提及的，拓扑学在自然界中是十分直观的.因此，我们提供了许多图示来帮 
助读者理解所提供的材料.而这些图示的内容从上下文来看应是一目了然的，为此我们采用 
了几个与图示中所用的尽可能一致的约定.下面用本书中所定义的数学术语来介绍这些约定. 

一 般的拓扑空间 拓扑空间主要是为本书中所提出的理论而设 
置的.通常用空心矩形（黑色边线）表示一个一般的拓扑空间.例 
如，图1示意了一个集合 A 在一个一般的拓扑空间 X 之中. 

平面 平面是本书所用的主要拓扑空间之一.在图示中，平 
面通常用无边线的灰色的矩形或平行四边形来表示.例如，图2 
示意了平面中的一个集合 A ——在一种情况下直接看作是平面， 

在另一种情况下可看作是一个具有倾角的平面. 



图 1 在一般拓扑空间 X 
中的一个集合 A 











3 维球面 3维欧几里得空间也是本书所用的主要拓扑空间之一.通常用一个示意图来描 
述3维空间的集合.然而，有时为了强调示意图的环境位于3维空间，将一组3维的坐标轴也 
包括在示意图之中.例如，图 3 a 所描述的球面不处于特定的环境，或可由上下文判断其所处 
环境，而图 3 b 所描述的是在3维空间中的一个球面. 




图2平面中集合 A 的两种视图 


图3 



一个球面和在3维空间中的一个球面 


开集与边界被排除在外的部分 拓扑空间是开集族.在图示中， 一 个开集用由虚线边界 
所围的一个集合来表示.这个约定反映了一个事实，即开集不包括边界.虚线也用于表示一 
个集合的不包括在此集合之中的边界部分.在图4中，集合 A 是拓扑空间 X 中的一个 开集; 
集合£是平面的一个 开集； 而集合 C 是一个正方形形状的平面集合，它包括正方形的左边和 
右边，但不包括它的顶边和底边. 



图 4 集合 A 与 B 是开集，麋合 C 不包括顶边和底边 


虚线还用于表示图示中所隐藏的或背后的曲线（如图3所示）.通常，这些虚线更细、更 
短. 根据上 下文，这些虚线所表示的含义应是一目了然的. 

挖去的点 一些集合偶尔是从其他一些集合挖去一些点而得 到的. 在图示中，从一个集 
合中挖去一个点，通常用一个小的虚线圆来表示，如图5所示. 


图5 



挖去一个点的一个平面以及挖去一个点的3维空间 
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o . 1 拓扑学是什么以及如何应用 


拓扑学是所有数学学科中最活跃的一个领域.按照传统的说法，拓扑学（与代数学及分 
析学一起）被认为是基础数学的三大领域之一.近年来，由于许多数学家和科学家把拓扑学 
的概念用于模拟或理解现实世界的结构和现象，拓扑学又成了应用数学的一个重要组成部分. 
在本书中，我们按以下两个方面来介绍拓 扑学： 一 是作为一门基础学科的传统方法；二是作 
为应用工具的一种有价值的来源.按照应用的观点，我们发现拓扑学既对现实世界的问题产 
生影响，又影响着其他数学领域的种种成果. 

拓扑学脱胎于几何学，推广了它的某些观念，并拋弃了出现在其中的某些结构.从字面 
上看，“拓扑学”这个词意味着关于配置与定位的研究.拓扑学研究形状及其性质、变形和它 
们之间的映射，以及把它们组合起来的构形. 

拓扑学通常被称为“橡皮胶布几何学”.在传统的几何学中，把像圆周、三角形、平面和 
多面体这样的物体当作刚体，明确定义了点与点之间的距离，以及棱与面之间的角度.但是， 
拓扑学与距离以及角度是不相关的.如果物体是由橡皮做的，能够变形.我们允许物体弯曲、 
扭转、拉伸、收缩，或者相互变形，但是我们不允许物体撕裂.在图（ XI 中，我们看到4种 
形状，从几何透视来说它们是不同的.而在拓扑学中却认为它们是等价的.其中任何一种, 
如果由橡皮制作，那么就可以变形为其余每一种. 

在图 0.2 中，我们看到两个物体（环面与球面）在拓扑学中是不同的.按照拓扑学的任 
何方式，都不能把一个球面变形为环面，因而按拓扑学的眼光，这两种曲面是不等价的. 




图 0.1 拓扑学家认为这4种物体是等价的 



图 0. 2 环面与球面并非拓扑等价 


通常说，拓扑学家对一个油煎圈饼与一个咖啡杯不加区分.这意味着在拓扑学中 ，一 
个咖啡杯能变形为一个油炸圈饼的形状 • 按拓扑学关注的角度，这两个物体是等价的（见 
图 0. 3). 








图 0. 3 —个咖啡杯与一个油煎圈饼是拓扑等价的 


对于这种橡皮胶布几何学居然在现实世界这么有用，你可能会感到惊奇• ’这种想法很寻 
常.通常，在一种特定的场合，当我们把一个物体认为是可变形的时候，保持这种性质就很 
有意义；而当我们把一个物体当作刚体时，保持这种性质就没有意 义了. 诚然，拓扑学家不 
能区分一个油炸圈饼与一个咖啡杯，但是拓扑学家却能够——我们将看到这对于整本书有多 
么重要——辨别和使用这些物体所共有的性质. 

让我们快速浏览一下拓扑学的几个课题，以及在本书中提出的某些应用中它们所起的作 
用.我们在这里介绍的所有概念，在随后的各章中将更充分地加以阐述. 

拓扑空间与表型空间 

我们在拓扑学中研究的对象称为拓扑空间.它是点的集合，对于它们来说，点与点之间 
接近的概念，通过指定一组称为开集的子集而 建立. 直线、圆周、平面、球、环面以及默比 
乌斯 （ M 6 bi US ) 带，都是拓扑空间的例子（见图 0.4). 在第1章和第3章，我们将明确地定 
义拓扑空间和它们的开集，还将发现在各种环境和场合如何构造拓扑空间， 

表型和基因型的概念在进化生物学中十分重要.每一个活生生的有机体，是内部密码与 
可遗传信息（基因型）的物质性的体现（表型).从一种表型到另一种表型的进化演变，按照 
它们相应的基因型信息，通过称为突变的改变而实现.我们很想有一个表达一种表型与另一 
种表型相接近的概念，以反映一种基因型突变，为什么能把一种表型转换为另一种表型.在 
1.4 节，我们通过从一个表型的集合来构造一个拓扑空间，从而描述分子生物学家是如何建立 
有关进化接近性的概念的. 

地理信息系统中内部、边界与区域的关系 


给定一个拓扑空间的一个集合，与它有关的两个集合是内部和边界.对于空间 X 中的一 

r 

个集合 A ， 我们直觉地认为， A 的内部是由 A 内的点近旁的点所围的那些点组成，而 A 的边 
界是靠近 A 或靠洱位于 A 的外边的点集（见图 0.5). 在第2章，我们将用开集正式定义内部 
和边界. 



图 0.4 各种拓扑空间 



地理信息系统 （ GIS ) 是存储或处理现实世界地理信息的一个计算机系统.一个地理信息 
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系统，必定能回答诸如“如何为科尔顿尼亚 e 安排覆盖亚历山大港保护区的着陆？”这样的询 
问.为此， GIS 要能够区分陆地之间相关联的范围，此外，还需要有一种手段，来确定已知 
一 对地区所满足的特定 关系. 在 2. 4 节中，我们将根据集合的内部和边界，提出一种区分这 
些关联的 模型. 例如，如果集合 A 与集合 B 仅在它们的边界相交，那么我们说 A 与 B 彼此 
“接触”.我们用图 0.6 来图示这种关系，并图示出按照我们所提出的模型所认定的其他关系. 

流形与宇宙学 

一个〃维流形是一个拓扑空间，局部类似于 n 维欧氏 空间. 例如一个1维流形，局部类 
似于一条直线；一个2维流形，局部类似于一个 平面； 一个 3 维流形，局部类似于一个 3 维空 
间，等等. 

2维流形亦称为曲面，球面与环面是曲面的两个特例.位于曲面一个开集内的每一个点， 
拓扑等价于位于一个平面的一个开集中的每一 个点. （见图 0. 7.) 



图 0.6 集合 A 与 B 之间各种可能的关系 图 0.7 —个曲面与一个平面在局部似乎是相同的 


地面上的居民可能坚信，他们确实生活在一个平面上，由于他们在局部范围所看到的似 
乎就像在一个平面上所看到的一样.（这个观念在一本19世纪令人感兴趣的、由 Edwin Ab ¬ 
bott 所著的《 Flatland : A Romance of Many Dimensions 》书中首先被提出乂然而，地面上 

的居民通过研究他们所在地球的性质，就会推断它的全部形状，因而能与一个平面相区别. 

很自然地，以类似的方式，人们感觉到，他们生活在其中的宇宙，是一个3维欧氏空间，这是 
由于人们在局部范围所察觉到的正是如此.宇宙学家试图通过研究揭示地球整体构造方方面面的一 
些性质，来确定地球的精确形状.在第14章，我们将考察3维流形，而我们的讨论方法与宇宙学 
家相接近，他们选用的方法是，确定究竟应该采用哪一种3维流形来作为地球形状的模型. 

嵌入、和 DNA 

嵌入是一个函数，它采用一个拓扑空间，并把它的一个拷贝放入到另一个拓扑空间中. 
我们用图 0. 8来图示在3维空间嵌入两个圆周的结果. 

这些嵌入看上去明显不同.在左边，被嵌入的圆周是纽结的，而右边，被嵌入的圆周却 
不是纽 结的. 研究在3维空间嵌入圆周的学科称为纽结理论.确定纽结的不同类型，以及它 
们彼此如何相关联，是拓扑学这一领域的重要方面. 

在纽结理论中，人们对它实现的基本运算之一，是交叉改变.正如在图 0.9 中所见到的， 
我们改变交叉，让上面一股变成下面一股，或让下面一股变成上面 一股. 自然要问，对于一 


㊀ 一个不知名的地方. —— 译者注 

































个纽结，这种运算会产生什么效果呢? 


第0章 



图 0.8 在3维空间嵌入圆周 图 0.9 交叉改变的运算 


我们发现，上述同样的运算出现在细胞核分子层次上.脱氧核糖核酸 （ DNA ) 是由无数 
原子所组成的一个长长的、细小的分子.这种漫长的绞线在细胞核内塞满，它的填塞状况相 
当于把 200 km 的钓丝塞人一个篮球之中. 

为了使生命过程得以延续，细胞的生物组织必须能随心所欲地接近以及操作 DNA 分子. 
因此，细胞有效解开 DNA 的能力，对它的生存是至关重要的.细胞核的内部存在称为酶的分 
子，它是生物学的工具 • 这些酶中有些能在 DNA 内形成交叉改变，使它解开.有一种酶会切 
割绞缠在一个位置上的 DNA ， 在那里它自身交叉进而重新绞缠，从而交叉成相反的类型.最 
近以来，新的化学疗法代理商提议，在酶产生作用时对它加以抑制，从而阻止癌的 DNA 自身 
重建.我们将在第12章中讨论纽结理论及其应用. 

不动点与经济学 

对于把一个拓扑空间映射到自身的一个函数，如果在空间内有一个特定的点，通过这个函数映 
射到自身，这个函数就有一个不 动点. 例如，在图 0.10 中， 点 p 是图示函数/的一个不动点. 

不动点理论是拓扑学的一个重要领域，它涉及诸如“哪一种把一个拓扑空间映射到自身的 
函数有一个不动点?”、“哪一种拓扑空间使得把它映射到自身的每一个连续函数都有一个不动 
点?”这样的 问题. 在这个领域最著名的结果，是布劳威尔 （ Brouwer ) 不动点定理.它断言，在 
每一个闭 n 维球上的连续函数有一个不动点.例如，在1维的情况，把一个闭区间映射到自身的 
每一个连续函数有一个不动点.在2维的情况，把一个圆盘映射到自身的每一个连续函数有一个 
不动点（见图 0.11). 在第6章和第10章，我们将分别证明1维和2维的结果. 



图 0.10 函数/有一个不动点图 0.11 把区间映射到区间或把圆盘映射到 

圆盘的连续函数必有一个不动点 

在一个经济学建模系统中，包含有消费者和货物以及与它们有关的一组变量，包括货物 
的供给、货物的价格及对货物的需求 • 通常，在最近的将来，变量的值会在当前值的基础上 
发生改变.例如，近期短缺的应用拓扑学教材的价格在最近的将来会提高 • 经济学家所感兴 







趣的是，了解一个经济系统是否能处于一个均衡状态，即既能使消费者比较满意，而每一种 
货物相应的供应、价格和需求又保持不变的 状态. 在 10. 2节，我们将把布劳威尔不动点定理 
应用于这一经济模型，并论证均衡状态是有可能实现的 • 

布劳威尔不动点定理的结论是一种有关存在性的结论.它肯定了不动点的存在性，但不 
能确定它究竟位于何处.这是在拓扑学中所出现的，并在应用时所使用的许多结论的本质. 
正是对这些结论的定性的论证，导致了拓扑学工具的使用 • 

由于像距离和角度这些量的测量与拓扑学不相关，因此我们在应用拓扑学时，不指望得 
到额外的定量 结果. 通常，拓扑学促进系统的定性分析,它有助于确认作为基本结构的结论 
成立的可能性或不可能性. 

拓扑学的应用有以下三个 方面： 

(1) 确认适当的拓扑结构和关系. 

(2) 正式定义拓扑学概念，并严格证明拓扑学的结论. 

(3) 应用拓扑学的概念和结论得出结论. 

于是，贯穿全书，我们将采用有关拓扑学的以下三个方面的观点：普遍的观点、理论的 
观点及应用的观点. 

按照公认的观点，我们直觉地认为，拓扑学是有关形状与它们的性质的基础研究.这些 
就是当我们研究现实世界的系统，并据此作出有关它们的结论时，我们确认或检验应用问题 
的拓扑学方面. 

拓扑学的理论观点，是把拓扑学作为一种基础数学学科的经典观点.我们从它的基础出 
发构建这一理论，使得我们在用普遍观点进行研究时，能恰当地定义概念和结构，从而使我 
们有合适的理论基础用来支持按照应用观点所使用的一些工具和关系. 

最后，在以应用的观点来研究拓扑学的应用时，涉及我们所推导的一些关系和结果.在此 
之前讨论过的一些例子，使我们已初步面对过即将探讨的、在现实世界中一些类型的应用问题. 
此外，我们还考察在数学的其他领域中，拓扑学的概念如何有助于定义和揭示其中的重要结构与 
关系. 例如，在第7章，我们把一些拓扑性质与奠定微积分基本定理的基础融为一体；在第8 
章，用拓扑学概念来定义动力系统中的混沌；在第9章，用拓扑学结果来证明代数学基本定理. 

0.2 历史一瞥 

人们公认，拓扑学开创于伟大数学家欧拉 （1707 — 1783) 所解决的、著名的哥尼斯堡七 
桥问题.让我们快速地浏览一下这个问题. 

在18世纪，一条蒲雷格尔河流过普鲁 
士的哥尼斯堡（今俄罗斯加里宁格勒）城， 

这条河流把城市分为4个分离的区域，有7 
座桥梁跨越这条河流，并把这4个区域相 
连在一起，如图 0.12 所示. 

哥尼斯堡城的居民有一项有趣的娱乐， 

就是设法漫步走过桥梁遍游全城.人们不 

禁要问，“你是否能通过走遍每座桥梁遨游 图 0.1 2 哥尼斯 堡城的 七座桥 



全城，而每座桥只能走过一次?”有趣的是，居然没有一个人能找到这样的漫游路线 • 

上述问题引起了学者欧拉的注意，他意识到，这是一个涉及新的、称为“位置几何学” 

的数学课题. 他说： 

最近以来，出现了一个无疑被认为是属于几何学的问题，然而在打算解决它时， 
既不要求确定数量，又不要求进行数量上的计算；因此，我毫不犹豫地把它归于 
“位置几何学”，主要原因是，它的解决仅仅需要考虑位置，而计算是没有用处的 • 

欧拉对这个问题进行了分析，并证明了按照给定的区域和桥梁的布局，通过漫步走过七 
桥实现遍游全城的路线是不存 在的. 在 111 节，我们将进一步考察这个问题 • 

在此后长达一个半世纪的时间里，有许多有名的数学家追随欧拉的这项最初的研究，对 
位置几何学作出了有价值的 贡献. 其中有高斯（17 7 7—1855)、默比乌斯 （1790 —1868)、利 
斯廷 （1808 —1882)、黎曼 （1826—1866) 与克莱因（18 4 9—1犯 5 )，以上都是德国数学家， 
此外，还有法国数学家庞加莱 （1854—1912). 

“拓扑学”这一个术语首先出现于1847年利斯廷的论文“拓扑学的初步研究”之中，但 
是这个术语没有被广泛使用，原因是由于这门学科在几个世纪以后才被正式确定.几何学的 
这一新领域最初被称为“位置分析”，庞加莱在他 189 5 年的标题为“位置分析”的论文中， 
首先提出了这个名称.他是这样来阐述位置几何学的这个一般原 理的： 

图形的比例全都被取代，不过它们的各个组成部分不一定互换，但必须保持它 
们的相对位置 • 换句话说，人们不必担心定量性质，但必须关注定性性质，确切地 
说，就是关注位置分析所涉及的那些 性质. 

19世纪在位置几何学方面的许多成果都来自应用问题的刺激，其中有麦克斯韦尔 
(1831—1879) 和泰特 （1831—1901) 关于纽结（源于化学研究）方面的研究、基希霍夫对电 
网络的研究，以及庞加莱对天体力学的分析. 

在19世纪后期及20世纪初期， 一 些数学家作出的许多贡献，推动了随后很快成为拓扑 
学领域的这门新兴学科的 成长. 这些数学家是布劳烕尔 （1 SS 1 — I 966 )、康托（ I 845 — 1 S 1 8 )、 
弗雷歇 （1878 — 19 7 3)、豪斯多夫（ I 868 — I % 2 )、庞加莱、里斯（1 8 刖一 I 956 )及外尔 
(1885-1955). 1914年豪斯多夫的著作《点集论纲要》介绍了拓扑空间的公理化基础，从而 
开创了拓扑学作为基础数学的一个分支的全面研究. 

几乎整个20世纪，拓扑学主要作为基础数学的一个分支而加以发展.然而，在近年来， 
拓扑学的应用戏剧性地增长.我们将在以后各章展望这两方面的前景. 

在本章其佘各节，我们回顾某些涉及集合、实数系、关系以及函数的基本 论题. 它们在 
全书中起着重要的作用.这些内容的详细阐述可以在一些介绍基础数学的教科书中找到，例 
如 [ Bio ] 和 [ Hum ]. 

0.3 集合及其运算 

_ 

在本节，我们考虑集合以及它们之间的关系与运算. 

我们在全书使用建立集合的标准表示法来定义集合.我们采用术语 元素， 它的含义是集 
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合的成员，记为: cGA ， 表示 x 为 A 的一个元素.在拓扑学中，我们所见到的大部分集合都是 
点集，因此在那些场合，我们交替使用元素和点这两个 名称. 不包含元素的集合，称为空集； 
我们用0来表示它. 

我们用 R 代表实轴或实 数集. 我们使用的 R 的重要子集，有正实数集 R +、 整数集 Z 、 正 
整数集 Z + 以及有理数集 Q _ 我们约定，实数系的所有基本代数性质和有序性都成立- 

人们把上述这一性质（有序性）表述为，每一对实数之间有一个无理数和一个有理数. 
这一性质在探索直线的拓扑结构时是很有 用的. 由这个性质可得出，存在一个任意接近于每 
一个实数的有理数.因此人们说，有理数集在 R 中是稠密的（见 2.1 节）. 类似地，无理数集 
在 R 中也是稠密的. 

另一个性质是，每一个实数是区间 [ n ， n +1] 上的一个元素，其中《是整数_ 

实数系的一个十分确定的性质是上确界 性质： R 的每一个子集向上有一个上确界.与这 
个性质等价的是下确界 性质： R 的每一个子集向下有一个下 确界. 一 个集合 A 的上确界与下 
确界分别用 lub ( A )、 glb ( A ) 来表示 • 

对于 R 的各种区间，我们使用以下标准 符号： 

(a, b) = {x6R I a<ix<.b) [a, b] = {xGR| a^x^b} 

_a » b) = {a：GR I a^x<Zb) (a , b] = {x6 R | a<Zx^b) 

( a , oo ) = { x 6 R I a < Cx } [ a ? °°) = { xGR | a ^ x ) 

( — 00 ? by = { x 6 R |^<6} ( — 00 ，6] = { x 6 R | x <6} 

区间 （ a ，6)，( — b ) , ( a , oo ) 称为开区间； [ a ，6]，( — oo , b ], [ a , oo ) 称为闭 
区间； [ a ，6)， U ，£»] 称为半开 区间. 形如 [ a ，6] 的区间又称为有界闭区间. 

对于集合 A 与如果 A 的每一个元素也是 B 的元素，则称 A 是 B 的一个子集，记为 
A 匚 B . 若 ACZB 且 B 匚 A ， 则集合 A 与 B 相等，记为 A = B . 若 ACB ， 且则称集合 
A 是 B 的真 子集. 

我们经常要处理集族，特别是加标集族，它们的定义 如下： 

定义 0.1 设 D 是一个集合，假定对于 D 中的每个元素 d ， 有一个集合 S d . 对于每一个 
deD , 由&组成的族 C ， 称为加标集族，或由 D 加标的集族.我们把 D 作为是集族的加标 
集.用示集族 C ， 当加标集自明或不需要详细说明时，只须用 { S ,} 表示 • 

例 0.1 设： T 是阿肯色州市镇的集合，对于每个 （ GT ， 设拉是在市镇 f 开业的理发师的集 
合.设集合莰与玖共有一个理发师，如果一个理发师既在市镇 Z 又在市镇/开业.对于表示在 
阿肯色州的一个市镇开业的理发师的集族中的每一个集合，集族 { B 丄^是理发师集合的集族. 

4 

加标集族 { S d }, eD 的一种特殊情况，出现于加标集是正整数的一个集合 D ={ w ， m + l ， …， 
«}. 此时，我们也把加标集族记为还可能出现 m = —⑺或的情况. 

I 

定义 0.2 如果对所有的 d ， S ^ + 1 CS ^, 则称集族为嵌套集族 ■ 

例 0.2 当 neZ + 时，区间套 _[—1/ n , 1/ n ] 是一个嵌套集族. 

定义0_3 

(1) 设 V 是集合， L ； 与 V 的并集为 
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U [J V = 或 xGV } ‘ 

而 L 7 与 V 的 交集为 

L 7 n V = [ x\x e L 7 且 : r 6 V }. 

(2) 设 { L 7 rf h eD 是一个加标集族，则 的并 是集合 

| ju d = { x \ xeu d , 对于某一个 J 6 D }. 

d€D 

而 u d 的交 是集合 

n 仏 = { x \ xeu d 9 对于任意 d^Dh 

d^D 

我们还分别用 UUd 与来记并与交 • 我们把这种类型的并 称为任意并， 把这种类型的 
交 称为任意交. 

例 0.3 设是例 0_1 中理发师的集族.那么 U 坟是在阿肯色州某市镇开业的理发 

ter 

师的集合.若门玖不是空集，则在这个交集中的每个理发师在阿肯色州的所有市镇都开业. 

t^T 

例 0.4 对于 R + 中的每个 r ， 若 L/ r = [ — r ， r ]， 那么 （J t/ r = R ， 且门 U r = {0}. 

r6R + r6R + 

若 {% L eD 的加标集是一个整数集， D -{ m , m +1， …， n }， 则我们还把集族的并与交 


分别表示为 h % 与 h %. 除了饥⑺及肌二⑴的情况，我们称为有限并与有 限交. 

d = m d — m 

定义 0.4 

(1) 设 A ， S 是集合，若 AnB =0， 则称 A 与 B 是分离集或不相交集. 

(2) 若 { A d h eD 是一个集族，而在此集族中的每一对集合是不相交的，那么，我们称此 
集族中的集合 是互不相交或相互分 离的. 

当我们在证明一个集合是特定子集族的一个并集时，下列引理很有帮 助：. 

引理 0.5 (并引理） 设 X 是一个集合， C 是 X 的一个子 集族. 假定对于每一个 

在 C 中有一个集合 A :, 使得 x € Ai ， 那么， U A ^ X - (见图 0.13.) 

xex - 

证明我们证明 UAi 匚 X ，以及 XC = UAr 首先，由于每个八^是叉的一个子集，于 

x^X x^X 

I 

是， 

: cex 

再设 > ex ， 那么，在 c 中存在 A y ， m ^ yeA yt ，因此 yeA , 匚 ua ,, 由于 ） ex 蕴涵 
A ., 于是， XCZ [ JA x , 因此 = ■ 

例 0.5 考虑 R 中的一个区间套0={[5， s + l ] h ez . 对于某一个 sGZ ， 每个 xGR ， X 是 
[. S ', 5+1] 的一个元素，因而，并引理蕴涵 R 是 C 中区间的并.（见图 0.14.) 




•3 


F - ] 


-2 





2 



图0，13集合 X 是子集的并 图 0.14 对于 seZ , 实数集是所有形如 [ s ， s +1] 的区间的并 
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定义 0.6 已知两个集合 A 与 B，B 相对于 A 的补集 为集合 A—B={ar|xGA ， 3. x^B). 

B 相对于 A 的补集是 A 的 子集. 例如，若 ACB， 则 A —B=0， 若 A 与 B 是不相交集， 
则 A — (见图 0.15.) 



图 0.15 B 相对于 A 的补集的各种情况 

在随后的各章中，我们常常在一个固定的集合X 内进行 运算. 此时，给定 X的一个子集 
B 9 我们将相对于 A 的补集”简称为 “ B 的补集”. 

B 相对于 A 的补集，也称为 A 与 B 的 差集， 在数学文献中，有时表示为 A \ B . 

定义 0.7 已知两个集合 A 与 B， 我们定义 A 与 B 的积 为集合 

A X B — {(a,b) \ a G A,b G B}. 

AXB 的元素是元素的序偶，一个来自 A， 另一个来自 B. 

重要注释 (a ， b) 常用于表示 R 中的一个区间，也用于表示积 AXB . 具体情况根据上 
下文的意义而定. 

注意，若 A 有 m 个元素， B 有 n 个元素，那么 AXjB 有 mXn 个 元素. 我们仍然对有限 
个集合进行求积的运算，定义 如下： 

定义 0.8 集合 Ap A 2 ，…， A „ 的积 是集合 

Ai X A 2 X •** X A„ = { (a： ,a 2 ,a n ) \a k G A k ,k = 1，2 ，…， w}. 

积的元素是 n 雄有序串，各来自 A*. 

以下是某些与集合、上述关系和运算有关的重要规律： 

定理 0.9 对于集合 A，B，C， 以下法则 成立： 

分 配律： 

a n (b u c) = (a n b) u (a n o 

A u (B n C) = (A u B) n (A u C) 

A X (B u C) = (A X B) U (A X C) 

A X (B n c) = (A X B) n 04 X C) 

A X (B - C) = (A X B) - (A X C) 

德 • 摩 根律： 

A - (B U C) = (A -B) n (A-C) 

A —(B fl C) = (A-B) U (A —C) 


0.4 欧几里得空间 

在拓扑学中最常用的一种集合是 n 维欧几里得空间（有时简称为欧氏空间）. 
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平面 是实数序偶的集合，记为 R 2 , 

R 2 = Ux lt x 2 ) |xi 9 x z 6 R }. 

因此 R 2 是积 RXR (见图 0, 16). 

通常， R ” 是”条实数轴拷贝 的积. 它是实数 a 元串的集合 

= { (工1，工2,…，工 n ) |工1,工2,”.，工”6 R }. 

我们称 化 为 w 维欧几里得空间， 简称 》维空间 .点（0, 0,…， o ) eir 称为 原点， 记为 a 
在把中 测量距离的标准方法 是用欧氏距离公式， 它的定 义为： 对于 p =( A ， A ，…，九) 
与，奶， …， qj ， 户与 g 之间的距离为 

d{p,q) = \/ ip\ qi ) 2 + {p n — q „) 2 , 

对于 R 2 的 情况， 如图 0.17 所示. 




(ao) 



图 0. 16平面 R 2 = {(Xi _ X2) I :CItX2 eR } 


图 0.17 在 R 2 中测量距离 


欧氏距离公式满足以下 3 个重要性质，因此被称为 度量： 

(1) 对于所有的 p ， q ^ R n , d ( p , q )^0, 当且仅当 = g 时， dip ， q )=0. 

(2) 对于所有的/?， gGR n , d ( p , q )= cKq , p ), 

⑶对于所有的 p ， g ， r ^ R % dip , rXdip ， q )+ d ( q , r ). 

在第 5 章，我们将讨论度量及它们与拓扑学的 关系. 我们把每个 R ” 中的 x 看作是„维空 
间中的一个点，也可以认为是 n 维空间中以原点为起点的一个向量 • 无论何种情况，我们都 

用 kl = v ^ T + …定义1的模.我们既可以认为： c 的模是原点到点工的距离，也可以认为 
它是向量的长度. 

定义 0.10 对于集合 ACIR ”， 如果存在 66 R ， 使得对于所有 xeA ， 都有 | x |<6, 则称 

A 是有 界集. 

，集合 ACZR «， R ” 是有界集，厕存在使得对于所 有的沁 ❼ 都有成 ％ Od 

定义 0_11 对于集合 A 匚 R ”， 如果对 于所有的 p ， q & A ， p ^ q 之间的线段都在 焱中， 
则称 A 是凸集. 

例如，在图 0.18 中，集合 A 与 B 是凸集， 

而集合 C 不是凸集，由于在 C 中有一对点，它 
们所连的线段不位于 C 中. 

定义 0. 12 


(1) IT 中的一个半空间是满足线性不等式 



而集合 C 不是凸集 
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a\X X + a 2 Jc 2 + ••• +a n x n ^ b 

的点 （ an , x 2 , …， A ) 的集合，其中6和每个 a , 都是实数，且 A 中至少有一个不为零. 

(2) R ” 中的一个 可剞分 空间是 R ” 中的有界子集，它是一些半空间的 交集. 

在图 0.19 中，我们图示了 1维可剖分空间、2维可剖分空间、3维可剖分空间.一个1维 
可剖分空间是一条线段，一个2维可剖分空间是一个多边形.它的边界由顶点和边组成•一 
个3维可剖分空间有一个以多边形组成的曲面，这些多边形在顶点和边处相连. 

定义 0.13 记为 S " 的 n 维球 面是在 R rt+1 中与原点距离为1的点的集合，因此， 

S n = { (xi rXt ,… ，： r 纤 1 ) 6 R 於 1 I x? + … + x 2 m = 1 }• 

1 维球面 S 1 亦称为 圆周， 2维球面 S 2 简称 球面. （见图 0.20.) 



图 0.19 1维、2维、3维可剖分空间 图 0. 20 0维球面、1维球面（圆周）和2维球面 


若， jt 2 ， …， x n + l ) 是 W 维球面上的一个点，则点 一 a ：=( — A ，一 x 2 ，…， — x n+ i ) 
是 x 的对 心点（对径点）， 或与: r 对心 的点. 因此， x 的对心点是 n 维球面上通过原点与 x 相 
对的那个点. 

定义 0.14 «维球记为 B ”， 定义为集合 

4 

B n = {{xi ,x 2 ， … ， x„) 6 R 叫工？ H - +« 1}. 

2 维球就是 圆盘. 

此外， n 维开球定义为集合 

B n = { (xi 9 X 2 »••• yX n ) 6 R” + … + d < 1}. 

2 维开球称为开 圆盘. 

0.5 关系 

定义 0.15 给定集合 X 和 Y . 

(1) X 与 F 之间的关系，是积 XXY 的一个子集 i ?. 对于一个关系只，若 （工， y ) eR , 
则称 x 与： y 有关系，记为 

(2) X 与 X 之间的关系，称为 X 上的一个关系. 

在数学上广泛使用的一种重要关系是等价关系，定义如下. 

定义 0.16 X 上的一个关系〜称为等价关系，如果对 X 中的 a , 6, c ， 满足以下 性质： 

(1) a 〜 a ( 自反性）； 

( 2 ) a 〜 b 壤/函 b 〜 a (对称性）； 

(3) a 〜 b 見 b 〜 c 薇涵 a 〜 c (传递性）. 

例 0.6 设 D 是此时（美国）衣阿华州杜标克市所有狗的集合.若狗 a 与狗 6 有同一个母 
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亲，记为 a 〜匕 我们证明，〜是在 D 上的一个等价关系.当然每一条狗与自己本身有关系， 
因此自反性成立.然而，如果巴特斯科奇与宾戈有同一个母亲，那么宾戈与巴特斯科奇就有 
同一个母亲，因此对称性成立.由此得出，〜是一个等价关系. 

例 0.7 仍然设 D 是此时衣阿华州杜标克市所有狗的集合.但是现在定义一个关系 L 为 
aLb ,假定狗 a 曾经舔过狗 6. 这种关系虽然没有数学的确实性，但自反性很可能成立.尽管 
每条狗一次又一次舔过自己，但布基舔过戴西并不意味着反过来戴西舔过布基，所以对称性 
不一定成立.同样，即使布基舔过戴西，戴西舔过佐伊，但并不意味着布基舔过佐伊.所以 
所需的传递性也不符合.因此，关系 L 不一定是等价关系. 

例0. 8 在 R 2 中定义 ( pi ， p 2) 〜 （qi ， 奶），如果 Pi + p 2 =: <? i +<?2. 

我们证明上述〜是一个等价关系. 

(1) 由于釣由此得出，对于所有在 R 2 中的（夠， p 2 )y ( pi , pt ) P ” Pi 、. 

(2) 如果 ( p ” p 2 ) 〜 {qi ， q 2 ) ， 则多 1+ p 2 =21+<?2 ， 由此得出 ％ +<?2 = A + 户 2 ， 因而 
(Ql ， ， p 2 ). 因此，对于所有在 R 2 中的 （ At ， 户 2 ) ， （9 i ，必 ） ，若 （pi ， 声 2 ) 〜（④， qz ) > 
则（々1，奶）〜 （Pi， P 2 ) • 

( 3 ) 最后设 (pi ， p2、〜（qi ， qz ) ? (.qi J g 2 ) 〜 （ n ， r 2 ) •则 二 仍+奶 + r 2 ， 由 

此得出（夕 1 ，/ > 2) 〜 On r 2 ) 因此，对于所有在 R 2 中的 (pi ， p 2 ) 9 iq” g 2 )，（ n ， r 2 )， 若 
、P\，p2) 〜〔奶， qz、 ， (qi , g 2 ) 〜 （ n ， r 2 ) , 那么 ( pi , p 2 ) 〜 （r” r 2 ). 因此，〜是一个等价 
关系. 

已知 R 2 中的一个点（〜，免），我们能否确认它是否与其中所有的点等价？为使（心，心) 
与（免， a ? ) 等价，我们必须要有 a + X 2 = ai + a 2. 于是在平面上的所有点（: ri ， Xz ) >与位 
于直线尤1+而==々+免上的点（化， a 2 ) 等价. 从而，给定任何直线 +: c 2 == c ， 位于此直线 
上的每一个点与同一直线上的其他点等价. 

例 0. 8所描述的直线族把平面分拆为分离的 子集. 用下述定义来明确这一想法. 

定义 0.17 集合 X 的一个分拆是集合 X —个相互分离的子菜族，它的并是 X . 

正如在例 0.8 中一样，在集合 X 上的一个等价关系〜确定了这个 
集合的一个 分拆. 对于每个 x 6 X , 我们定义〜 

我们称 [ x ] 为在〜下 x 的等价类, • 它是由 X 的在等价关系〜下与 
X 等价的所有元素所构成的集合.在〜下所有等价类的族是 X 的一 
个 分拆. 对于例 0.8 中的等价关系，它的等价类是在 R 2 中的直线 
xi + x 2 = z c , 如图 （)• 21 所示. 

我们还可以逆转这一过程.集合 X 的一个分拆，确定 X 上的 
一 个等价关系，我们认为 X 的两个元素是有关系的，如果它们包含 
于此分拆的同一子集 • 这产生一个等价关系，而所产生的等价类是 图 0 平面分拆为直 
此分拆中原来的那些 集合. 线 

例 0.9 回到例0.6,我们立即发现，在这里确定的等价关系，把杜标克市狗的种群分为 
一些子集，其中每个子集是在杜标克市特定母狗所有后裔的集合. 
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0.6 函数 

与数学的其他领域中一样，函数在拓扑学中也起着重要的 作用. 在本节，我们回顾与函 
数有关的基本定义和性质. 

定义 0.18 设 X 与 Y 是集合， X 到 y 的一 个函数 /是 X 与 Y 之间的一个关系， 使得 X 
中的每一个： C 与 Y 中唯一的: y 对应. 我们记/(•!：)=：>；，并称 y 是在/下 X 的象. 集合 x 称为 
/的定义域， Y 称为/的值 域. 

我们用记号/: X—Y 表示/是从 X 到 Y 的一个 函数. 我们亦称函数/: X—Y 为一个映 
射，并称/把 A ： 映射到 K 此外，若则称/把 a ： 映射到 h 

定义 0.19 对于一个函数/: X—Y 和 X 的一个子集 A, 定义 A 在/下的象 为集合 

/( A ) - e - /(工），对于某个 : c 6 A}, 

如图 0.22 所示. 集合 f ( X ) 称为定义域的象，亦称为/ 的象. 



函数 /: X — Y 称 为常值函数， 如果它的象仅由单个点 cGY 组成.此时， 对于所有的 
fU )= c . 对于集合 X ， X 上的 恒等函数是由 M x ( x )=: ruex ) 定义的函数 f 心： X — X . X 
上的恒等函数恰好是把 X 中的每一点 X 映射到自身的函数. 

定义 0.20 已知/: X — Y , 点 J 6 Y ， 定义 J 的原象 /— Uj ) 为集合 { xex \ f ( sc )= y }, 
而已知 y 的一个子集 w ， 定义 w 的原象 /— vw ) 为集合 { xex \ fU ) ew }. 

对于函数 X - Y , 点 y 的原象是在 x 中经/映射到 J 的点的集合.而集合 W 的原象， 
是 X 中经/映射到 W 上的点的点集. 

例 0.10 若 /: R—R 定义为 /( x )= y ， 那么广穴 [0, 2]) = [- V 2, V 2], 而 3])= 

[― V^3 , —1]U[1 ， V3]. 

下列定理叙述了象与原象、集合的运算之间的某些基本关系.在全书我们都使用这些运 
算和其他类似的运算 .. 

定理 0.21 若/: X—Y 是一个函数， A 与 B 是 X 的子集，那么 

(1) f ( AUB )= f ( AWf ( B) t 

(2) /(A 门 J 3) C =/( A ) 门 /( B ). 

(3) /( A )-/( B ) e /( A - B ). 

定理 0.22 若 /•• X—y 是一个函数， V 与 W 是 Y 的子集，那么 

⑴广 1 ( vuw )=/- 1 ( v ) u /— 1 ( w ). 
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( 2 ) 厂 1 ( vnw )- r 1 ( v ) n / 一 1 ( W ). - 

(3) /— 1 (v-w)^r 1 oo — 厂 1 (w). 

定义 0. 23 

( 1 ) 函数 /: x — y 称为——对应的或单射，如果对于每个 w ， xex , /( w ) = /( x ) 蕴 
涵切=工. ’ 因此，如果/把 X 的一对不同的元素映射到 Y 的一对不同的元素，则/是单射. 

(2) 函数/: 称为映成或满射，若 /( X )= Y . 即对于 Y 中的每一个存在 X 中 

的一个 jc ， 使得/把: r 映射到： y . 

(3) 函数既是单射又是满射，称为双射或双射函数. 

例 0.11 若/: R — R 定义为 /(: r )=: c 2 , 那么/不是满射，由于/的象没有负数.此外， 
/不是单射，由午1关 一 1，但/(1)=/(—1)，/的象为集合 R + U {0}. 

例 0.12 若/: R—R 定义为 /( x )=3 x 十1，那么我们证明/既是单射又是满射，因此它 
是一个双射. 

首先 ，设 w ， x 6 Rf 且 /( w )=/0)， 因此3切+1 = 3：1：+1，于是 因而 

由于对于每个 w ， x ， f ( w )= /( x ) 蕴涵 w = x ， 因此/是单射. 

再假定 设尤=^^，那么 

/0) = 3(〜^) +1=^ — 1 + ! = ^ 

因此，对于每个 yen ， 存在 zeR ， 使得 /( x )= y ， 因此/是满射. 

例 0.13 若 g : R — R 2 定义为 gU ) = ( x ， X )，那么 g 是单射，由于 = 蕴涵 
( w ， w ) z ={ x 9 x ) ,因而 vo = x . 但 g 不是满射，例 如，， (0， 1) 不是 g ■的象_ 

例 0.14 若 / i : R 2 —R 定义为 ZiU !， 々）=々，那么 / i 是满射，由于对于： ceR ， 我们有 
x=Hx ， 0) •而另一方面， A 不是单射，由于尽管 / K 0， 0)=八（1，0)，但（0， 0) 关（1， 0). 

对于每个双射函数，我们联想起反函数，它的定义 如下： 

定义 0.24 /: X—Y 是一个双射函数，那么我们定义函数厂\ Y ^ X , 对于 /— H ))， 
有唯一的： cex ， 使得/(工）=^.函数 / _1 称为/的反 函数. 

例 0.15 在例 0.12 中，由 / U )=3 x + 1 定义的函数/: R—R 是一个双射_ /的反函数 
r 1 ： R — R 定义为 


r l u ) = 

有时我们需要把函数/: 限定为定义域 X 的一个子集，这可以通过以下定义 实现： 

定义 0.25 已知/: X — Y ， 及 X 的一个子集 A ， / 对于 A 的约 束是对于每个 jcGA ， 由 
f ] A U )=- f ( x ) 定义的函数 / U : a ^ y . 

例 0 . 16 考虑由 / U )= sin ： r ， 并设 A =「一 匚 K . 注意/不是单射，而 / Ia 却是 

動 囑 

单射.事实上， / U 是双射，而它的反函数是由 / TACdssin ^ U ) 给出. 

已知一个把 X 映射到 Y 的函数，及一个把 Y 映射到 Z 的函数，我们可以把这两个函数复 
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合，得到一个把 X 映射到 Z 的函 数. 确切 地说： 

定义 0.26 已知/: X — Y 及 g : Y -^ Z , g 关于/的复合函数是由 g 。/ (工） = g (/( T )) 定 

义的函数 g 。/: X — Z . 

例 0.17 若/: R—R 由 /(： C )=3： C 2 定义，而 R—R 由 gU ) = 5 — 2 x 定义，那么 g "。/: 
R — R 是由 

g ° f { x ) = 5 — 2(3工 2 ) = 5 — Qx 2 

定义的函数. 

若/: X — Y 是一个双射函数， 厂 1 : 是它的反函数，那么由 厂 1 的定义，得到对于 

所有 xex ， 厂 V ( x )= x ， 对于所有 yeY ， fof —' iy ) = y . 

直 觉上，我们 认为， 如果集合 X 的元素可以从1 一 直数到某一个正整数为止，此集合就 

是有限集.利用双射函数，我们可以让这一想法精 确化： 

定义 0.27 若 X 是一个空集，或者对于某个 《 GZ +， 有一个双射/: {1，2，…， n }— 

X ， 则 X 是有 限集. 一个不是有限集的集合，称为无限集 • 

一种 特殊类型的无限集是可数无 限集. 例如正整数集 Z +. 

定义 0.28 若存在一个双射/: X ， 则集合 X 是一个可数无限集 _ 有限集或可数无 

限集，称为可 数集. 非可数集称为不可数集_ 

整数集 Z 和有理数集 Q 都是可数集 • 实数集 R 和无理数集都是不可数集 ■ 

以下提供许多与子集、并集以及有限集和可数集的乘积有关的重要 事实： 

定理 0. 29 

(1) 有限集的子集是一个有限集. 

(2) 有限个有限集的并集是一个有限集. 

(3) 有限集的乘积是一个有限集 • 

(4) 可数集的子集是一个可数集. 

(5) 可数个可数集的并集是一个可数集. 

(6) 可数集的乘积是一个可数集. 

I 

定义 0.30 已知集合 X，X 中的一个序列是函数 

/： Z+—X. 

函数/的定义域称为序列的定义域. 

已知一个序列/: Z + - X , 通常记为/(77)，并把序列表示为 （ A ，： C 2 ，…）或 ( xj ， 认 

为此序列是 X 元素的可数无限表，在表中允许重复. 

» _ 

序列的值域可以是无限集，如序列 （1， 1/2, 1/3, …）； 也可以是有限集，如序列（1， 

0，1，0，…）. 

定义 化31 给定序列 （ x „) 与序列（30，我们说（％)是 （ A ) 的子序列，如果按顺序 
):< j 2 < …<人<…排列，使得对于所有 n € Z +， 都有％ 正整数序列 O ' J 称为子序列 
(^) = (^ n ) 的指标序列 ■ 

例 0.18 序列（2，4，6，8，…）是序列（1，2，3，4， …） 的子序列 ■而 （1 ，1，3， 
3, 5，5， …） 不是（1，2, 3, 4，…）的子 序列. 
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拓扑空间 


拓扑空间与它们之间的连续函数，是拓扑学领域研究的主要对象.在本章，我们引进拓 
扑空间以及与它们有关的某些重要概念，其中包括开集 （1.1 节）、基 （1.2 节）和闭集 (1.3 


节）. 


此外，在 1.4 节，我们将介绍拓扑空间的两个应用，一个涉及数字 




像处理，另一个与 


生物学的进化相近性有关. 


1.1 开集与拓扑学的定义 

• > 

长期以来，在拓扑学领域正式形成之前，数学家就已使用过开集的概念，一个简单的例 
子就是在实轴上的一个开区间.而随着时间的推移，人们认识到，实轴上开区间具有的许多 
性质，任何集合的某种类型的子集也有.最终提炼出最根本的性质，称为拓扑的开集族的概 
念，演变成下列 定义： 

定义 l.i 设 x 是一个集合， x 上的 拓扑: r 是 x 的一个子集族，每个称为一个 开集， 
满足： 

(1) 0与 x 是 开集; 

(2) 有限个开集的交集是一个 开集； . 

(3) 任何多个开集的并集是一个开集. 

集合 x 连同 x 上的拓扑 r 称为一 个拓扑空间. 

因此，集合 X 的一个子集族是 X 上的一个拓扑，如果它包括空集和 X . 因而，集族中集 
合的有限交或任意并，也在此集族之中. 

重要注记 组成一个拓扑空间有两个 要件： 一 是集合 X ，另一是构成 X 上的一个拓扑的， 
x 的一个子集族: r . 为了严格起见，我们应该把一个拓•扑空间称为一个序偶 （ x ， ： r )， 但为 
了简化表示法，我们按照通常的习惯，把集合 X 称为一个拓扑空间，并不言自明地允许理■解 
‘为在 X 上有一个拓扑. 

如果你熟悉实轴上的开区间或平面上的开圆盘，就佘对开集究竟像什么有直觉的了解了. 

虽然这些集合是开集，即在实轴或实平面上的标准拓扑，但此时重要的是避免充当开集的角色. 

_ ♦ 

如果我们适当地选取拓扑的话，肯定可以使任何集合成为一个开集.让我们看以下几个例子. 

例 1.1 设 X 是3个元素的集合 U ， c }. 我们考虑图 1.1 所示的 X 的4个不同的子 
集族，并考察其中哪些构成拓扑？在每一种情况下，假定集族包括空集和每个由圆周或椭圆 
所围的集合. 
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图 1.1 哪些集族是 X = U ， 6, c } 上的拓扑 


0与 X 都在这4个集 族中. 我们发现，对于集族1，2和3来说，集族中集合的交集也在 
原集族之中，集族中集合的并集也仍然在原集族 之中. 因此，集族1，2和3构成 X 上的拓 
扑.然而对于集族4来说，集合 { a }, { c } 都在集族之中，但它们的并 U ， C } 却不在这个集 
族中，因此集族4不构成 X 上的拓扑. 

例 1.2 设 x 是一个非空集，定义 r ={0， x }. 注意，： r 满足构成一个拓扑所需要的全 

部 3 个条件.然而如果我们去掉其中任何一个集合，就不再构成拓扑.因此， {0, X } 是在 

X 上可以定义的最小的拓扑，称为 X 上的 平凡拓扑. 

例 1.3 设 x 是一个非空集，且设 r 是 x 的所有子集的集族.显然这是一个拓扑，由于 

x 的子集的并集与交集，都是 x 本身的子集，因而在集族: r 中. 我们称这种拓扑为 x 上的离 

散拓扑. 这是在 x 上可以定义的最大的拓扑. 

例 1.4 在实轴 R 上定义一个拓扑，它的开集是空集，且在 R 中的每一个集合，具有有 

• • 

限的补集（见图 1.2). 例如， U=R—{0, 3, 7} 是一个开集_我们称这种拓扑为 R 上的 有限 

补拓扑， 并记为 R >. < 



图 1.2 


在 R 上有限补拓扑中的一个开集 



我们检验 R / t 是否是一个拓 扑：： 

(1) 空集是一个开集.由于 R 的补集是空集，因而是有限集，于是 R 是一个开集. 

(2) 有限个开集的交是否是开集？假定我们有开集的有限集族，…，[/„，如果其中任 
何一个是空集，那么交集是空集，因而是一个开集.于是假定每个 G 都是非空集.每个 
有一个有限的补集，因而 

U - ! = R — F x 9 U 2 = R — F 2 ，…， L7„ = R — F„, 

其中每个昃都是一个有限集.至此，由于有限个有限集的并是一个有限 

£ — 1 1 = 1 

n 

集，于是门是 R 的具有有限补集的一个子集，因而是一个开集.因此，有限个开集的交是一 

i = l • 

个开集 • 

(3) 开集的并是否为开集？设 {U a } 是开集的一 个躁， 因此每个 R 要么是空集，要么有 
一个有限的补集.如果每个 K 都是空集，那么。(^是空集，因而是一个开集.于是，可设 
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至少有一个 R ， 例如是空集 • 集合有一个有限的 补集. 注意到 C ^ C ： Ul / a ， 由于0«’有 
一个有限的补集，由此得出 UU a 有一个有限的 补集. 因此 uu « 是一个开集.因此，任意多个 
开集的并集是一个开集. 

给定任意非空集 X ，类似地，我们可以定义 X 上的有限补拓扑，记为 

在 R 上我们已经定义了 3种 拓扑： 平凡拓扑、有限补拓扑和离散 拓扑. 对于这3种拓扑， 
有最少开集的平凡拓扑，包含在有限补拓扑之中，而后者本身又包含在离散拓扑之中.也就 
是说，有限补拓扑中的每个开集，也是此离散拓扑中的一个开集，但反之则 不然. 我们说离 
散拓扑严格细于有限补拓扑.这可以比喻为石块的碎屑.石块越细碎，结合在一起获得开集 
的方式就越多.（见图 1.3.) 



m 1.3 石块越细碎，由它构建的开集的数量越大 


更一般地，我们有如下 定义： 

定义 1.2 设 x 是一个集合，： n ， ： r 2 sx 上的两个拓扑.若: nc ：： r 2 , 则称: r 2 细于: n ， 
而称： n 粗于 tv 此外，若: r 2 细于: n, 但不等于* n ， 则称 c 严格 细于： n. 严格粗于 可类似 
地定义. 

通常，在一个已知集合 x 上的两个拓扑未必是可比较的.每个拓扑可以包含开集，而这 
些集合在另一个拓扑中则不是开集，因而无论哪个拓扑都不细于另一个.（见练习 1.5,) 

为了简化下面的讨论，我们采用下列定义： 

定义 1.3 设 X 是一个拓扑空间，且—个包含 I 的开集 [/ 称为; C 的一个 邻域. 
以下定遒为我们提供了确认一个集合是否为开集.的一个特别有用的方法. 

定理 1.4 设 X 是一个拓扑空间，而 A 是 X 的一个予 
集，那么，当且仅当对于每个 x 6 A , A 是 X 中的开集，存 
在工的一个邻域 U , 使得 xGL / CA . (见图 1.4.) 

证明首先假定 A 是 X 中的一个开集，且: rGA . 如果我 
们设 l /= A ， 那么对于满足的 x ， 1/是它的一个 邻域. 

再设对于每个 xeA ， 存在 x 的一个邻域 R ， 使得 

U X CZA . 按照并引理（引理0.5)，就得到因此 



m 1.4 集合 a 是 x 中的开集，当 
且仅当对于每个 A 中的点, 
有一个位于 A 中的邻域 U 
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A 是开集的一个并，因而是开集. ■ 

按照定义，在一个拓扑空间中的集合是开集，如果它是定义此拓扑的集族的一个 成员. 
然而，定理 1.4 为我们提供了一个直觉的观念，一个集合是开集究竟意味着什么，特别是， 
如果集合的每个点，有一个同在此集合之中点的邻域，那么此集合就是开集. 

节练习 

1.1 确定在 6} 上所有可能的拓扑 • 

1.2 在有3个元素的集合6, d 上，平凡拓扑有2个开集，而离散拓扑有8个 开集. 对于每个 
n = 3, …，7,要么找出在由 n 个开集组成的 X 上的一个拓扑，要么证明这样的拓扑不存在. 

1.3 设 * r 为 x 上的拓扑， 证明： 当且仅当对于所有的 rex ， { x ) er , : r 是离散拓扑. 

1.4 (1) 举一个空间的例子，它的离散拓扑与有限补拓扑相同. 

(2) 作出一个猜想，对于怎样的一类集合，离散拓扑与有限补拓扑是一致的.并对此猜想加以证明. 

15对于有5个元素的集合 U，h c ， 么 e }， 找3个拓扑，使得第1个拓扑细于第2个，第2个细于第3 
个，离散拓扑与有限补拓扑除外.找 X 上的一个拓扑，它与你所找到的前3个拓扑中的每一个都不 
可比. 

16定义在 R 上的一个拓扑（通过在其中列出开集的方法），使得包含 （0, 2) 与（1， 3), 且包含尽可能 
少的开集. 

1.7 设 X 是一个集合，并假定兄 证明： 由0、 X 及 X 中包含 p 的所有子集所构成的集族 r 是 X 上的 
一个拓扑.这种拓扑称为 X 上的 特殊点拓扑， 记为 

I . 8 设 x 是一个集合，并假定 pgx 证明： 由 0 、 x 及 x 中不包含的所有子集所构成的集族 r 是 x 上 
的一个拓扑.这种拓扑称为 X 上的 例外点拓扑， 记为 f ： PXp . 

1.9 设 r 由0、 R 及所有的区间（一 oo , /0组成， 其中夕 GR . 证明疒 是1上的一个拓扑. 

1.2 拓扑的基 

在此前所有有关拓扑空间的例子中，我们都能够列出开集的整个集族.这通常难以实现， 
所以代之以列出开集的较小集族，后者称为一个基，从而产生此集族余留下的 开集. 

定义 1.5 设 X 是一个集合，《是久的一个子集族 • 称《是又上的一个拓扑的基当且仅 
当以下条/件 成立： 

(1) 对于 X 中的每个点在 ® 中存在 B ， 使得: 

(2) 若氏、5 2 在《中，而则在《中存在 B 3 ， 使得 xeB 3 C = 氏 (见 
图 1.5). 

我们称在《中的这些集合为基元素.换句话说， 

成为一个基要满足两个 条件： 

(1) X 中的每个点包含于一个基元素之中 • 

(2) 在两个基元素之交集中的每个点，被包含于 

此交集的一个基元素所包含. ^ 

我们再来描述一个基是如何产生一个拓扑的•先 
看有关基的以下两个例子. 

例 1.5 在实轴 R 上，设《 = {(〜 b ) C ： R \ a < b } 



图 1.5 对于在基中两个集合之交集之中 
的每个点: c , 在包含 z 的基中， 
存在包含于此交集之中的一个集合 
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为 R 中开区间的集合. R 中的每个点当然包含于一个开区间中，因而包含于 ® 中的一个集合 
之中.于是，如果两个开区间确实有交集，那么它们在一个开区间之中也有交集.因此，在 
访中两个集合交集中的一个点，包含于切中的一个集合之中，从而包含于此交集之中.因此 ® 
是一个基. 

例 1.6 设 x 是一个集合，并设 ® = { U } 任一： rex 位于《中的集合 U } 之 

中，因此，《作为基的第一个条件 满足. 此外，《中任一对不词的集是分离的，因此作为基的 
第二个条件自动满足. 所以® 是一个基. 

在一个集合中有一个基有什么可取之处呢？它的好处是使我们容易定义一个拓扑. 

定义 1.6 设®是一个集合 x 上的一 个基. 获得由《生成的拓扑 r 的方法是，把这些开集 

定义为空集，以及任一与基元素的一个并集相等的 集合. 

我们需要检验所得到的集族 r 确实是一个拓扑，在此之前先看以下两个例子. 

例 1.7 设 X 是一个非空集，而® = { U ‘} 丨在例 1.6 中，我们证 明了® 是 X 上的 

一个拓扑的一个基.《生成的拓扑 r 是什么呢？注意， x 的每一个子集是与它的元素所对应 
的单点子集的 并集. 因此 x 的每一个子集是: r 中的一个开集，由此得出，《生成了的 x 上的 
一 个离散拓扑. 

例 1.8 在实轴 R 上，设《 = {(〜 W 匚: RU < W . 在例 1.5 中，我们证明了《是》上一个 
拓扑的一个基.由(5所生成的这个拓扑称为 R 上的标 准拓扑 ，且是实轴上最常用的拓扑.在 
R 上标准拓扑中的开集是开区间的并集.当我们称 R 为一个拓扑空间时，除非另有所指，否 
则总是假定此拓扑是标准拓扑. 

下面我们证明，由一个基所生成的这个拓扑确实是一个拓扑.我们需要由下列引理人门. 

« 

引理 1.7 设®是一个基，假定氏，…，且: ref ) 啟，那么存在 B ' e ®， 使得 

I— 1 

n 

£ = 1 

证明 我们用数学归纳法来进行证明.从 n = 2 开始，由基的定义中的第二个条件可知， 
当 n = 2 时结论成立. 

k n 

再设结论在 n — l 时成立.假定 集合反 ，…，凡在 ® 中，且 xGflB ,， 由归纳法可得出， 

1 — 1 

n-1 

存在使得匚门及， ns n ； 因此，由基的定义中的第二个条件可知， 

i=l '' 

♦ I 

n — 1 n 

存在 C ] B n . 由于以亡厂)及，于是: reB ， C = n B ,. 因此，如果结论 

1^=1 1=1 

在 n —1 时成立，那么它在 n 时也成立，用数学归纳法，引理得到 证明. ■ 

定理 1.8 由一 个基® 所生成的拓扑: r ， 是一个拓扑. 

证明 由定义，空集0在： r 之中.由于 x 中的每一个点都包含于某个基元素之中，于是 
X 是所有基元素的并集，因而在 T 之中. 

然后，我们来证明： r 中集合的一个有限交集在: r 之中.因此，设 v 二 an …其中 
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每个在: r 之中. 若任何一个认都是空集，那么在 v 中也是如此_于是在这种情况下 ， v 
在 r 之中.于是假定每个认是基元素的一个并集.我们再来证明 v 同样是基元素的一个并 
集.那么对于所有的；有工云认.由于每 个辽是 基元素的一个并集，所以存在一个 

n—l 

基元素氏，使得对于每个 f ， 有 xe 玖匚于是， xef ! 玖；因此，由引理 I . 7 ,存在一个 
基元素氏，使得: r 6 ^CZ h ^ CIV . 再由并引理（引理 0.5) 得到 v =1 J b i ， 因而 v 是基元 

i = l wv 

素的一个并集 • 因此， r 中集合的一个有限交集在: r 之中_ 

最后，我们证明 r 中集合的一个任意并集，也在: r 之中_设其中每个1^要么 
是空集，要么是基元素的一个并集.若每个 u a 是空集，那么 v 也是 空集； 另一方面，如果至 
少有一个仏是非空集，那么 v 是基元素的一个并集，由于它是组成基元素的并集 • 因此， 

: r 中集合的一个任意并集在 r 之中. 

因此，集族 * r 是一个拓扑，我们不妨称它为是由基《所生成的拓扑 • ■ 

重要注记 一个基不仅生成一个拓扑，而且每个基元素本身也是由此基所生成的拓扑中 

的一个开集. 

例 1. 9 在 R 上设 ® = {( a ， 6)(ZR| a<Zb}. 集族 (B 是 R 上一个拓扑的一个基（见练习 1.10). 
我们称由此基所生成的拓扑 为下限拓扑， 由于每个基元素包含它的下限，这种拓扑记为 R/. 

在私中，区间 [0, 2) 和（0， 2) 都是开集.前者是开集，由于它是一个基 元素； 后者 

也是开集，由于它是基元素找=「+， 2) 的并集，其中 f — 1，2, 3 ， •••• 

■ 

类似地，借助 ® = {U，W 匚 R|a<6} 我们可以定义 R 上的 上限拓扑 . 

我们现在介绍了 6种在实轴上的 拓扑： 标准拓扑、上限拓扑、下限拓扑、有限补拓扑、 
离散拓扑和平凡拓扑.当然，平凡拓扑是这些拓扑中最粗的拓扑，而离散拓扑是最细的拓扑. 
但是如何对其余的拓扑进行比较呢？我们要求读者在练习 1. 13中研究这个问题. 

I 

对整数集 Z 的情况，标准拓扑转为离散拓扑（在 3.1 节中，我们将了解其中的原因）.然 
而在 Z 上具有在拓扑学及其应用中起作用的非离散拓扑.通过以下的例子，介绍 Z 上的一种 
在数字图像处理中有用的拓扑.在 1.4 节和 11. 3节中，我们将进一步讨论这种应用. 

例 1.10 对于每个 nez ， 定义 

^ _ | {n} 如果 n 为奇数， 

71 {n—ljn,n+l} 如果 w 为偶数. 

我们在图 1.6 中对这些集合加以图示.集族丨 tiGZ } 是 Z 上一个拓扑的一个基 
(见练习 1.14). 所得到的拓扑称为 数字轴拓扑， 我们把具有这种拓扑的 Z 称为数 字轴 . 


-7 — 6 -5 —4 一 3 -2 —1 0 1 2 3 4 5 6 7 


图 L 6 数字轴拓扑的基元素 
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由定义，由一个基所生成的拓扑中的幵集，是对基元素取并所得到的 集合. 以下的定理 
提供了另一种在这一拓扑中描述集合的简单方法 • 

定理 1.9 设 X 是一个集合，并设0是叉上一个拓扑的一 个基. 当且仅当对于每个 x 6 t /， 
存在一个基元素 使得 xeB x cu ， 那么 u 在由®所生成的拓扑中是开集.（见图 1.7.) 

证明设 r / 是由《生成的拓扑中的一个开集，且: reu . 由于 U 是基元素的一个并集，因 
此至少有一个组成此并集（包含 X) 的一个基元 素政. 于是，显然成立* 

再设[/匚 X ， 于是对于任一 x € t /， 存在艮 e ® 使得艮 CU . 由并引理（引理 0.5) 可 

得 u = Ub ^ 因而 U 是基元素的一个并集.因此， U 是由《所生成的拓扑中的一个 开集. ■ 

例 1.11 我们已经检验了实轴上的许多种拓扑，现在再考察一下平面 R 2 . 对于在 R 2 中 
的两个点夕 =( 九， pz )， q = iqi , 沿），我们引入在 0.4 节给出的欧氏距离公式 

d{p ， q) = ^ipi—q-iY + ^pz ~ qzY 

对于 R 2 中 的：? :及 s >0， 已定义 

= {p 6 R 2 I d(x ， p) <C e ) ， 

集合 e ) 称为以 : c 为心、半径为 s 的开球.设 

® — {B(xre ) 丨 x 6 R 2 ， € 〉 0 } ， 

于是 ® 是与欧氏距离 d 有关的所有开球的族，在定理1、10中，我们证明 < B 是 R 2 上一个拓 
扑的一个基，我们 称由® 所生成的拓扑为 R 2 上的标准拓扑.它是 R 2 上最常用的拓扑. 

定理 1,10 集族 ® = £)1 x 6 R 2 , £>0} 是 R 2 上一个拓扑的一个基. 

在证明这个定理之前，我们先证明下列引理： 

引理 1.11 设: y 在 R 2 中，且 r >0. 那么，对于任一 xeBG ， r ), 存在一个 e >0， 使得 
B(x 9 e)CZB(y, r). 

这个引理意味着，若一个点: r 是在 R 2 中的某个开球 B 之中，那么，存在一个以： r 为心、 
同样包含于 B 中的一个开球（见图 1.8). 在确认 R 2 中的开球族满足基的第二条性质时，要 
运用此引理. 



图 1.7 集合 t ； 是开集当且仅当17中的每一个 x 图 1.8 在 B (; y , rO 中的每个点: c ，是包含 

都包含于 U 中的一个基元素中 于 B (: y , r ) 中某个开球的球心 

引理1,11的证明设 r )， 那么必: c , y )< r . 选取 s ， 使得 0< e < r — y ). 
我们要求 B ( x ， e )^ ZB { y 9 r ). 设 zeBGr ， s )， 那么我们有 
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d ( y , z ) < d ( y ， x ) + d { x , z ') 〈 cKy ， oc ) + e < cKy , x ) ~\~ r — d ( xjy ) = r . 

因此， r ), 于是得到 B ( x ， e ) CB ( 3 ；， r ), 引理的证明得以完成. ■ 

定理 1.10 的证明 由于每个属于 R 2 的2包含于基元素 B ( o :，1) 之中，因此基的第一个 
条件能满足. 

随后需要验证，若 X 是两个基元素的交，那么存在一个包含 X 的基元素，且它本身包含 
于此交集 之中. iS ： xeB ( fi 9 r 2 ). 由引理 1.11， 存在幻， e 2 >0, 使得 B ( x ， ei ) 匚 

B ( p , , 且 B (: c ， Ez ^ dBip , r 2 ). ^ e = min { e 1 , e 2 }, 那么 

Cl B ( x , ei ) H B ( x , e 2 ) CZ B ( p , r x ) H Biq ， r 2 ) 

于是得到《满足基的第二个条件.因此，《是记上一个拓扑的一个基. ■ 

在由《生成的 R 2 上的拓扑中，开集可以表示成开球的一个并.例如，图 1.9 中的开球、 
开矩形和开半平面都是开集.（见练习 1. 17.) 

类似地，我们可以用欧氏距离公式来定义 R n 上的标准拓扑. 

d ( p r q ) = ^/(,pi — qi) z + ip2 — <? 2 ) 2 + … + ip n ~ q „ Y . 

我们把一个开球定义为形如 

B ( x , e ) = {p G R n \ d ( xyp ) 〈 e } 

的一个 集合. 又把此拓扑的一个基，定义为 中由® = e ) | xeR % e >0} 所确定的所 

有开球的集族. 

R 2 上的标准拓扑不仅是由 R 2 中开球的集族生成的，而且，正如下列定理所指出的，它 
还是由 R 2 中开矩形的集族生成的，其中一个 开矩形 是形如 U , WX ( C , d ) 的集合. 

定理 1.12 在平面 R 2 上，设 

® = {(a，W X (c,d) Cl R 2 I a <Z b,c <C d}. 

那么， ® 是一个基，由®所生成的拓扑: r ' 是 r 2 上的标准拓扑. 

♦ 

证明 见练习 1.16. ■ 

定理 1.12 证明了一个已知的拓扑可以由多个基生成 • 此外，定理还展示了单独的基元素 
的几何形状，在确定此拓扑中的开集时是没有意义的.为了明确起见，在平面上由开球的集 
族所生成的拓扑，与由开矩形的集族所生成的拓扑是相 同的. 如图 1.10 所示，我们还可以由 
钻石形甚至心脏形的集族生成同一拓扑. 



图 1. 9 在 R 2 上标准拓扑中的开集 图 1. 10 多个不 同的基生成同一拓扑 

用类似于在定理 1.12 中所使用的方式，不难证明 R n 上的标准拓扑也是由开矩形 （〜， 

组成的基生成的. 
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下列定理为我们提供了一种快速证明以下结论的方法，即拓扑中的一个开集族，是此拓 
扑的一个基.在第3章我们引进拓扑的某些新结构时，会发现此定理很有用 • 

定理 1.13 设 X 是具有拓扑 r 的一个集合，又设 C 是 X 中开集的集族 • 如果对于 X 中的 
每个开集 U 和每个工617，在 C 中有一个开集 V %使得: revcu ， 那么， C 是生成此拓扑穸的 

一 个基. 

证明 首先，我们验证 e 是一个基.设 X 在 x 中.由于 X 本身是一个开集，因此在 c 中 
存在一个开集 v , 使得 xevczx . 所以， x 中的任一点包含于此集族 e 的某个开集 v 中•因 

此，基的第一个条件得以满足 • 

再设 x 在 C 中两个开集％， V 2 的交集之中，于是: rewnw ， 而％门7 2 本身是一个开 
集. 按照我们的假设，在(:中必定有一个开集％，使得 xev 3 c ： wnv 2 . 因此， c 是一个基. 

最后，我们还需要检验由 c 生成的拓扑7^与: r 重合.设 u 在: r 中是 开集. 于是由假设， 
对于每个 X 6 L 7, 在 C 中存在一个开集 V ，使得: cevcit /. 所以由定理 I . 9 ,在由 C 所生成的拓 
扑: r 中， u 是开集 • 因此，再设在7^中 w 是一个开集，于是 w 是^中开集的一个 
并集，在 r 中， c 的所有集合都是开集，而 r 中每个幵集的并在 r 中是开集，所以， w 在: r 中 
也是开集.因此， th 从而得到： r 与： r 重合的结论. ■ 

例 1.12 由定理 1.13 可 以立即 发现，圈 1.10 中的“开”心脏形，构成 R 2 上标准拓扑的 
一个基_首先，注意心脏形本身在标准拓扑中是开集.再设 x 在一个开集 U 中，于是存在一 
个 包含于 U 中的开球 B，x 是此开球中的一个元素.如果我们选择包含: r 的一个心脏形 H ， 
它小得能完全落入 B 中，于是就有： rGHCIlJ . 因此，由定理 1.13， 心脏形的集族是 R 2 上标 
准拓扑的一个基. 

1.2 节练习 

1.10 证明 6) CR | a <6} 是 R 上一个拓扑的基. 

1.11 确定下列 R 的子集族中哪个 是基： 

(1) Ci = {(n, 77 + 2)eR|?7eZ} 

(2) Cz = iLa, 6]C=R|a<6} 

(3) C 3 = {[a, 6 ] 匚 

⑷ G = {( — 工，工 ) 匚 R 卜 6R} 

(5) C 5 = {(a , 6) U {6+ l } C ： R | fl <6} 

1.12 确定并证明下列集合哪个是艮中的 开集： 

A =[4, 5), B ={3}, C =[ l , 2], D =(7, 8). 

1. U 考虑以下定义在 R 上的 6 种 拓扑： 平凡拓扑、离散拓扑、有限补拓扑、标准拓扑、下限拓扑和上限拓 
扑.说明它们之间的关系（细于、严格细于、粗于、严格粗于、不可比），并验证你的论断. 

1.14 设 < S 是在例 1.10 中用于定义数字轴的 Z 的子集族.证明<8是 Z 上一个拓扑的基. 

1.15 Z 中一个等 差数列 是集合 


A a , b = {••• ， a——26 ， a——6 ， tz，a + 6，a + 26 ，*"}， 
其中 a ， 66Z, 且 6^0. 证明等差数列的集族 
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A = { A afb |a ,6 G Z ， 且 6^0} 

4 

是 z 上一个拓扑 的基. 所得到的拓扑称为 z 上等 差数列拓扑. 

1.16 证明定理 1.12: 在平面 R 2 上，设 

® = {(a,6) X (x ， d、d R z I a < b,c <1 d), 

(1) 证明 ® 是 R 2 上一个拓扑的基； 

(2) 证明由 ® 生成的拓扑/'是圯上的标准拓扑.（提示：若 r* 是 r 2 上的标准拓扑，证明: rcr' 
且 r ' cr .) 

1. 17 —个半开平面是 R 2 的一个形如 {( x , y ) en 2 \Ax + By < C ) 的子集，其中对于某些 A , S ， CGR , 
A , B 之中至少有一不为零（见图 1.11). 证明半开平面是 R 2 上标准拓扑的开集. 



图 1. 11 R 2 上的一个半开平面 
1-18 证明集族 {(— a , g ) C = Rk 为有理数}是练习 1.9 中拓扑的一个基 

1.19 (1) 证明： 在平面垂直区间 {{a}X(6, c) 匚 R 2 | 〜 6, c ^ R ) 是 R 2 上一个拓扑的一个基.我们称此拓 

扑为垂直区间拓扑. 

(2) 对垂直区间拓扑与 R 2 上的标准拓扑进行比较. 

补充练习 ㊀ ：从一个子集族构建一个拓扑 

以下所有练习均设 X 是一个集合，而 C 是 X (其并集为 X 自身）的一个子集族.当然，通常 C 不是一个拓 
扑_然而，我们希望能够构建一个拓扑，使得 c 中的子集是此拓扑中的开集.正好可以采用离散拓扑，其中 X 
的所有子集是开集.不过我们宁愿构建一个包含 C 及尽可能少的附加开集的拓扑，即包含 C 的“最小”拓扑. 

设氓是 X 的所有子集的集族，可以表示为 C 中有限多个集合的一个交集. 

SE1.20 证明级.是 X 上一个拓扑的基. 

设 C 是基 办所 生成的拓扑，拓扑 TV 由 C 中集合有限个交集的任意并集 组成. 集族(:称为拓扑 7；. 的一个 
子基. 

SE1.21 证明 C 中每个集合是拓扑:中的一个开集，即证明 CC7V 
接下来我们检验7；是包含 C 的最小拓扑. 

sei.22 设 r 是 x 上包含(:的一个 拓扑. 于是设(:中每个集合是拓扑: r 中的一个开集.证明: n,cz ： r. 

下面的练习都假定每个 Tex 包含于 c 中至多有限个集之中（例如，这出现于 x 是一个有限集的情况）. 
对于每个: reX ， 设札是0中包含 I 的那些集合的交集. 

SE1.23 证明集族 < 扎 Lex 是:的一 个基. 

通常一个拓扑空间没有最小的基，即包含基元素尽可能少的基.但是，在这里我们假设其中每个 


© 补充练习以 SE 表示. 
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包含于(:中有限多个集之中，我们可以证明<是1^、最小的基： 

SE1. 24 证明： 若《是: T c 的一个基，那么< 匚乳 

1.3 闭集 

至今，我们所阐述的仅限于开集，现在要关注有关的概念并介绍闭集 • 它们的定义十分 
简单. 

定义 1.14 一个拓扑空间 X 的子集 A 是闭集，如果 X — A 是 开集. 

例 1.13 考虑 R 具有标准 拓扑. 于是如图 1.12 所示，由于（0, 1) 是开集，因此（一⑺， 
0] U [1， °°)是闭集；由于（一°°， a ] U [>， °°)是开集，因此 [ a ，6] 是闭集；而由于 
(一 oo ， c ] U [ c ， co ) 是开集，因此 { c } 是 闭集. ‘ 


0 1 

- E -3- 

a b 



图 1. 12 R 中带有标准拓扑的闭集 

9 

定义 1.1 S 

(1) 对于 R 2 中的每个 X 及 e >0， 定义以 X 为中心、以 e 为半径的闭球为集合 

jB(x,e) = {3^ 6 R 2 I dix,y) ^ e} r 
其中 dU ，： y ) 为 X ， 3；之间的欧氏 距离. 

(2) 若，幻和 [ c ， 是 R 中的有界闭区间，则称 [ a ， b ] X [_ c 9 d ] C ： R 2 是一个闭 矩形. 

定理 1.16 闭球与闭矩形是 R 2 上的标准拓扑中的闭集. 

证明在练习 1.26 中，我们曾要求读者证明闭球是闭集.下面我们来证明闭 矩餘是 R 2 
上的标准拓扑中的闭集. 

SA =[ a ， bJXlc 9 d ] 是 R 2 中的一个闭矩形.为了证明 A 是此标准拓扑中的一个闭集，我们 
来证明 R 2 — A 是一个开集.注意， R 2 — A 可以表示为以下四个开半平面的 并集： { U ， W | a ：< a }, 
{( x ， Ua 3^) i y > d ). 由于这四个半平面都是开集（见练习1.17)， 
而开集的并集仍是一个开集，于是 R 2 — A 是一个开集.因此矩形 A 是一个闭集. ■ 

例 1.14 考虑带有标准拓扑的 R 2 . 在图 1.13 中，前面三个集合是闭集，后面三个集合 
不是闭集. 



m 1 . 13 在具有标准拓扑的 r 2 中，前面三个集合是闭集，但后面三个集合不是闭集 
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图中左下方的螺线是极坐标方程 


6 


6 +V 


9>0 的图形，它从圆周 S 1 旋转而来，但是它 


不包含 S 1 的点. 螺线不是闭集，因为点（1， 0) 在补集之中，但是包含（1， 0) 的开球之中 
没有一个是此补集的一个子集，由于每个这样的开球与此螺线相截.因此这个补集不是开集， 
由此得出此螺线不是闭集. 

若集合 C 是闭集，那么由定义，它的补集 
是开集.关于一个开集的补集，我们能得出什 
么结论来呢？设 U 是一个开集，并设— 

U 是它的补集.考虑 K 的补集.我们有 X — 

K = X -( X ~ W = U , 而它是一个开集，因此 
U 的补集 K 是闭集.因此，一个开集的补集是 
闭集. 




简单来说，由闭集的定义， 一 个闭集的补集 
是开集，而由上面刚进行的论证，一个开集的补 


m 



瞧 


图 1.14 若 C 是闭集，那么它的补集是 开集； 

若是一个开集，则它的补集是闭集 


集是闭集.（见图 1.14.) 

例 1.15 设 X 是具有离散拓扑的集合， X 的每个子集是一个开集.给定 X 中任意一个集 
合 A ， 它的补集是开集，由于每个集合是开集.因此 A 是闭集，由于 A 是任意集，由此得出， 
X 的每个子集也是此离散拓扑中的一个闭集. 

例 1.16 设 X 是集合 U ， 6, c ， 心具有如图 1.15 所示的拓扑 r. 请注意是开集， 


而不是闭集，是闭集而不是开集. 


b ) 既开又闭，{6, c } 既不开又不闭 


重要注记 一个通常的错误，是把闭集误认 
为非开集，但是上述例子说明了，集合可以是开 
集和闭集的任意组合. 

为了帮助记忆，下面有一段趣话： 

问： 一个子集与一扇门有什么区别？ 

答： 一扇门非开即关.一个子集可以或开或 
关、既开又闭、既不开又不闭. 



图 1.15 具有开集、具有闭集、具有既开又闭 

集合、具有既不开又不闭集合的拓扑 


不让作者开口说数学幽默并非易事，但是在今后，我们将试着不再说了. 
由于闭集是开集的 补集， 它们的性质类似，但是它们有某些重要的差别. 
定理 1.17 设 X 是一个拓扑 空间. 关于 X 中闭 集的集族，下列命题成立 

(1) 0与 X 是闭集； 

(2) 闭集的任意集族的交集是一个 闭集； 

(3) 有限个闭集的并集是一个闭集. 

证明 见练习 1.33. 


■ 


这样，在拓扑空间 X 中，包括空集、 X 本身、闭集的有限并，以及任意交在内的闭集的 
集族是闭集. 

在 R " 中，具有标准拓扑的所有单点集合是闭集.然而，存在不属于上述情况的拓扑.例 
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如，考虑在 R 上由基集 { [ n ，n + l ) CZR \ neZ } 生成的拓扑: T ' 容易看出，在 r * 中没有闭 
的单点集. 

• 下面我们给出拓扑空间的一个性质，满足这种性质的空间，具有某些特别美妙的结论. 
正如以下定义所展示的，这些结论包括具有闭的单 点集. 在全书中，我们将看到此性质有许 
多方便的结论. 


定义 1.18 —个拓扑空间 X 是豪斯多夫空间， 如果对于 X 中每对不同的点 x ，： y ， 与 
和: y 相应的邻域17和 V "不相交.（见图 L 16. ) 

1 9 U 年豪斯多夫在他的著作《点集论纲要》中提出 
了第一个一般的公理化系统，这个系统与拓扑空间一样为 
人 所知. 他的公理在本质上对我们称为拓扑的基作了描 
述.他的公理化系统还包括一个公理，它不再被列入一般 
拓扑空间的公理之中，但是，现在定义特殊的一类拓扑空 
间时，很恰当地把它称为豪斯多夫空间. 



图 1.16 在一个豪斯多夫空间中，不 

同的点有不相交的邻域 


豪斯多夫性质很容易被 记住： 在一个豪斯多夫空间中，一对点中的任一点，都可以经过 
不相交的邻域“搬离”另一点. 


例 1. 17 具有标准拓扑的实轴 R 是豪斯多夫空间. 

已知两个不同的点 a ， 6，存在包含它们的不相交的开区间 • 例如，若《<6,那么区间 

— 1，和 6+1) 是分别包含 a ， 6的不相交的邻域 ■ 

例 1.18 具有离散拓扑的每个集合 X 是豪斯多夫空间.如果 X ， y 是不同的点，那么， 
集合 {y} 分别是 z ， ： y 的不相交邻域. 

前面已指出，豪斯多夫空间具有一类有用的性质， 例如： 

定理 1.19 若 X 是一个豪斯多夫空间，那么, X 的每个单点子集是 闭集. 

证明 设 zex ， 为了证明 { x } 是闭集，只须证明 { x } 是 开集. 设 yex — 是 

任意集 • 由于 x 是豪斯多夫空间，存在分别包含尤与^的不相交的邻域以与于是2运 v ， 

因而: yeVCIX — U }. 由于每个:在包含于 X —{ or } 之中的一个开集内，由定理 
1.4, X —{ x } 是开集. ■ 

1.3 节练习 


1 - 25 证明：在拓扑空间 X 中，若 [/是 开集， c 是闭集，那么 U - C 是开集，而 C — U 是闭集. 
1.26 证明:在 R 2 上标准拓扑中的闭球是闭集. 

127 无限梳 C 是如图 L 1 7 所示的平面的子集，定义为 

C= {(工，0) I 0<0：< 1} U | ( +，乃 

n = 0，1，2,…而0 < 1^ • 

(1) 证明： C 在 R 2 上标准拓扑中是非闭集； 

(2) 证明： C 在 R 2 上垂直区间拓扑中是闭集 • （见练习 1.19. ) 

1.28 哪种集合是拓扑空间 X 上有限补拓扑中的闭集？ 



图 I 」 7 无限梳 
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图 1. 18数字图像显示是像素的矩形阵列 图 1. 19字符 B 的一个数字图像 

在数字拓扑这个领域的发展初期，研究工作集中于定义和研究拓扑概念（例如连通性和 
连续性）的数字模拟，在数字图像显示的模型方面，没有基本的拓扑框架 . A . 罗森菲尔德 
(1931-2004) 在1979年发表的“数字拓扑”，是首先引入这些概念的一篇论文.随后，人们 


1. 29 哪种集合是集合 X 上例外点拓扑中的闭集？（见练习 1.& ) 

1.30 哪种集合是集合 X 上特殊点拓扑中的闭集？（见练习 1. 7.) 

1.31 证明： 当且仅 当”是 偶数，一个单点集合是数字轴拓扑中的闭集- 
1.32 证明：形如[心 6) 的区间在 R 上的下限拓扑中是 闭集. 

1,33 证明定理 1.17: 设 X 是一个拓扑空间. 

(1) 证明0与 X 是闭集； 

(2) 证明 X 中闭集的任意集族的交集是一个闭集； 

(3) 证明 X 中有限个闭集的并集是一个 闭集. 

1.34 证明： 对一个有限集合，离散拓扑是唯一的豪斯多夫拓扑 • 

1.35 证明： 在下限拓扑中， R 是豪斯多夫空间. 

% 

1.36 证明： 在有限补拓扑中， R 是非豪斯多夫空间. 

1.37 证明： 在练习 1.15 中所引人的 Z 上的等差数列拓扑是豪斯多夫空间. 

1.4 拓扑学应用举例 

在本节，我们讨论拓扑空间的两个应用， 一 个应用说明，在数字拓扑中如何用拓扑空间 
为数字图像显示 建模； 另一个应用是，在分子生物学中，拓扑空间是如何用来为进化相近性 
建模的. 

数字拓扑 

数字拓扑是对数字图像显示（例如计算机屏幕）方面的拓扑关系所进行的研究.它在数 
字图像处理领域起作用.数字图像显示包含如图 1.18 所示的矩形像素阵列.在数字拓扑中， 
这个阵列是用所谓的数字平面来建模的.今后我们提出专门的定义. 

数字图像处理的一个重要任务是，通过一个物体的数字图像来确定它的特征.例如，用 
一个光学字符识别程序来判别如图 1.19 所示的一个字符的数字图像，并尝试确定此图像所表 
示的特征，使得随后把它用于文字处理的软件之中.图像的拓扑性质，有助于确定此字符. 
事实上，在图 1.19 中包含了两个区域，有助于把相应的字符从其他字符中区分出来. 


': ..y. I,;: :' 

麗翻 ii ___ iiii _ li ! i __! i 画鬚 _ 

鱺 ■■■■■■■■■■■■■■■■_ 
■■ ■■鱺 ■驪 ■■■■!!■_■ ■■國 

.,-000., ..o 

繼 _■■■■■■■■■■■■■■__ 

__ ■■藝 _鸚___画|____11 
: . i .:'..: 

:. • - . - . ... . 
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发现，拓扑空间适合于为数字图像显示而进行建模，使拓扑概念直接用于数字领域* 

在本节，我们引进数字轴和数字平面的模型，并考虑与此有关的若干基本拓扑性质•在 
11. 3节中，我们将体验一下数字拓扑在数字图像处理方面的应用 • 

在例 1. 10中引人的数字轴，为1维数字图像显示建模 • 我们假定，我们有像素的一条无 
限长的轴，其中每一点对应于一个奇 整数. 对于每个奇整数，我们有一个基元素 S ( n ) = {nh 
因此，在此数字轴拓扑中，每个单独的像素是一个开集.在此数字轴中，我们还具有由连续 
像素提供的邻近性所反映的结构.我们把每个偶整数作为是像素在 〃一 1与 n +1 之间边界的 
表示.与每个偶数 n 相对应，我们有基元素 = 1， n ， n +1}. 

在此数字轴上，每个奇数是一个开集，每个偶数是一个闭集（见练习 1.31), 我们把此数 
字轴看作为是与奇整数相对应的开像素的集合，而与偶整数相应的，是像素之间的闭边界的 
集合（见图 1.20). 




$ 



图 1.20 数字轴为像素轴及它们之间的边界建模 


数字轴不是豪斯多夫空间，由于不存在一对不相交的开集 L /， V ，其中 nGl /, n +16 Y . 
下面，我们引进数字平面，与数字轴一样，此想法是用单点开集的阵列为数字图像显示 
中的像素建模，并用附加的点来表示像素之间的边界.我们从两组整数的积 ZXZ 开始讨论. 
对于每个点 （ m ， n )， 我们按以下的方式来定义基元素 B ( m ， n ): 


r{ (m ， n)} 

{(m + a f n) \a —— 1 , 0 , 1 } 

B\7Tl fTlJ =z J 

{{m,n + b) \b —— 1 , 0 , 1 } 

、{ (M + a，n + 6) j a，6 = — 1 ， 0 ， 1} 

r ^ s 


若 m ， n 均为奇数 
若 m 为偶数， w 为奇数 
若 m 为奇数， n 为偶数 
若 m ， n 均为偶数 


当饥，”均为奇数时，基元素 B ( m ， ^) } 是在数字图像显示中表示像素的单点 
开集.在图 1.21 中，我们对这个数字平面拓扑的某些基元素作出了图示. 


n ) GZXZ } 是在 ZXZ 上的一个拓扑 的基， （见练习 1. 38.) 所得到 

* * 

的拓扑空间称为数宇平面.对于这种拓扑，如果 m ， n 均为偶数，则单点集合 {( m , n )} 是 

9 

闭集（见练习此外，同数字轴一样，此数字平面也不是豪斯多夫空间. 

如图 1.22 所示；我们看出数字平面是以下三种类型的集合： 

(1) 点（饥， 对 应的开像素，其中 m ， n 均为 奇数； 

(2) 点 （ m , n ) 对应的像素之间的垂直和水平 边界； 

(3) 点 （ m , .71) 对应的甥角闭的边界点，其中 m ， n 均为偶数. 

在 11. 3节中，我们将进一步对数字平面进行探索. 
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图 1. 21数字平面的某些基元素 
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图 1.22 数字平面为像素的矩形阵列以及 

它们之间的边界建模 


表型空间 

在生物学中，表型空间关系是十分重要的关系.表型是所有生物机体所拥有的内部密码 
与遗传信息，同时也是那些信息的物质性的体现.例如，由一个特定的个体肉眼颜色所引起 
的基因族是一个基因型.此个体可观察到的肉眼颜色，是与此相对应的表型.在本节，我们 
对由一组表型所建立的生物相近性的模型加以考察.分子生物学家提议，把这种模型作为正 
式确认连续和不连续进化演变的一种手段，这就为理解进化过程提供了一种数学框架. 

我们以一个涉及核糖核酸 （ RNA ) 的例子来论述表型空间的概念. RNA 的链由被称为核 
苷酸的较小的分子构成，绑在一起形成牢固的、易弯曲的链.在 RNA 中有四种不同的核苷 
酸： 乌嘌呤 （ G )、 胞嘧啶 （ C )、 腺嘌呤 （ A ) 和尿嘧啶 （ U ). 经 受附加（较弱）粘合的非相 
邻的核苷酸对，就把此链扭曲成更复杂的如图 1. 23 所示的折叠状的配置. 



图 1.23 RNA 是一条被折叠而扭曲成的分子链 

乌嘌呤与胞嘧啶配对，以及腺嘌呤与尿嘧啶配对，成为折叠的主要因素，然而乌嘌呤与尿 
嘧啶也能配对.在理论上，一个特定的分子链可以由许多种方式实现折叠和粘合，但是其中只有 
最有活力的、合适的方式才可能 出现. 为了简单起见，我们假定这种链以唯一的方式出现. 

这里，我们用比较短的分子链来说明此结构和拓扑模型.在活生生的细胞中的 RNA 分子 
在长度上大约可以从几十到几千个核苷酸不等. 

对于一个特定的 RNA 分子，相应的非折叠的核苷酸链称为初级 结构. 我们用称为分子的 
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表型序列的 C (胞）序列 、 G (乌）序列 、 A (腺）序列和 U (尿）序列，来表示此核苷酸链. 

已知一个表型序列，它的键 合图， 是一个描述在所形成 RNA 分子中所出现而未加标注的 
键的图.我们用图 1.24 来说明图 L 23中 RNA 分子的键合图 • 图上的点，标志了在此序列中 
第一个核苷酸的位置，序列的其余部分，按逆时针方向环绕此键合图的周界卷绕.此键合图 
就是我们模型中的 表型； 它亦称为 RNA 分子的 RNA 型或次级结构. 我们引入的表型空间是 
RNA 型的集合，已为它定义了一种拓扑. 



图 1.24 —个 RNA 分子的键合图 


例 1. 19 考虑以下三个表型 序列： 

(1) GGGCAGUCUC CCGGCGUUUA AGGGAUCCUG AACUUCGUCG 
CUCCCAUCCA AUCAGUCCGC CUCACGGAUG GAGUUG 

(2) GGGCAGUCUC CCGGCGUUUA AGGAAUCCUG AACUUCGUCG 
CUCCCAUCCA AUCAGUCCGC CUCACGGAUG GAGUUG 

(3) GGGCAGUCUC CCGGCCUUUA AGGGAUCCUG AACUUCGUCG 
CUCCCAUCCA AUCAGUCCGC CUCACGGAUG GAGUUG 

这 3 个表型序列的键合图，如图 1.25 所示. 



图 1.25 核苷酸序列的键合图 


除了第 I 6 项，序列1与序列 3 完全一样，而且二者的键合图也一样，在另一方面，序列 
2与序列1除了唯一的第2 4 项不同外，完全一样，但二者的键合图却完全不同. 

在我们的模型中，有唯一的 RNA 型与每一个表型系列相对应.这种关系不是——对应 
的，由于多个表型系列可能形成同一 RNA 型，正如我们在上面的例子中所见到的 那祥. 这一 
理论的一个重要方面是下述观念，即在此表型系列中某一单独的项使键合图完全改变，却没 
有其他变化. 
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定义 1.20 源于一个持定 RNA 型 s 的所有表型系列的集合称为 5 的中性网络， 并记为 
例 1.20 考虑长度为 10 的，仅由乌嘌呤 （ G ) 和胞嘧啶 （ C ) 所组成的表型系列•有 
2 10 = 1024 种可能的表型系列，而按照折叠和粘合的情况，它们源于 S 种不同的 RNA 型•在 
图 1.26 中，图示了一些 RNA 型，以及与每种 RNA 型相应的不同表型序列的个数，即对于每 
个 RNA 型 ^ N ( s ) 的规格.我们把 RNA 型的这个集合记为 GC 10 . 

在通常的生物学环境中，基因突变是导致基因型改变的一个随机过程_由于基因型-表 
型映射的多对一的性质，许多基因突变并不改变所产生的表型.而在另一方面，存在源于新 
表型的偶然突变，因而从自然选择的过程可确定新表型是否能存留_ 

再假定我们已经有了一个特定的表型序列，并设 r 是它对应的 RNA 型. 在这种环境下， 
基因突变是在此基因序列中这一项目的一种随机变化.由于出现这些随机变化，我们可以呆 
在 r 的中性网络之中，在所有源于 RNA 型 r 的整个表型序列中“漂流然而在某些方面， 
在一个表型序列中一个项目的改变，可能使我们脱离 r 的中性网络，而进人另一个 RNA 型 s 
的中性网络.我们就说 r 已经突变到^ (见图 1.27.) 


GC 10 

S' "HO 105 

S' 26 

5 7 47 

& iZO 128 

A ^LLO 80 

5 r «1 

S 、 137 

怂 X) 70 


图 1. 26 集合 GC 10 



已知 RNA 型 r 与 RNA 型 s ， 我们想知道，由于在 r 的中性网络中一个表型序列内，一个 
单项的改变所引起的 r 到5的突变，它的可能性究竟有多大？我们可以定义和确定一个概率, 
以实现精 确化. 我们将用此概率来定义 RNA 型的集合上的表型空闾拓扑. 

然而，在定义和使用此概率之前，我们引进对这个概率的定义起作用的几个量. 就点突 
变 而言，我们所指的是，从由于表型序列中单个项目的改变，而导致一个表型序列到另一个 
表型序列的突变.在例 1.1 9 中，序列2由序列1的一个点突变而产生，反之亦然（序列1与 
序列3的情况类似). 

对于 RNA 型 r 与 RNA 型〜设 m r , s 是由于从 r 到 A ■的一个突变而导致 JVO ) 中的一个序 
列， 变为 N ( s ) 中的一个序列所引起点突变的 数量. 请注意 m r , 5 =%， r ， 这是由于每个点突变， 
把在 N ( r ) 中的一个序列变为 JVG ) 中的一个序列，有一个“逆”点突变，它把在 IVG ) 中的 
一个序列变为 N ( r ) 中的一个序列.设 m r ，* 是把在 N ( r ) 中的一个序列，变为在任意其他中 
性网络中的一个序列所需要点突变的数量_我们可以认为是让我们脱离 N ( r ) 所需要的 
点突变的数量. 

定义 1. 21突变概率 九,,定义为 
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即使饥，也不要求 pr , 产 ，由于？与饥的值可能是不 同的. 例如，如果 m r ，* 
大于 m s ,*， 那么源于 7 V ( r ) 的点突变多于源于 NG ) 的点突变，因而突变的 比值^ 小于 

m ry* 

我们将看到在表型空间拓扑中所反映出的这种不对称性，同时 RNA 型 S 可能接近于 

m s ,, 

RNA 型 r ， 而 r 却未必接近于 

由于这些概率的这种不对称性，距离函数不能提供确定两个 RNA 型相近性的一种手段 • 
距离函数（或将在第5章中所讨论的度量）必须是对称的； r 与5之间的距离一定等于 s 与 r 
之间的距离.由于距离函数不限于上述用途，一个拓扑空间是可供考虑的自然替代物. 

例 1.21 为了说明在突变概率所出现的不对称性，在本例中，我们考虑的概率同被定义 
过的突变概率一样，但是却处于非常不同的环境之中 • 考虑下列 状况. 在图 1.28 中，’我们展 
示了新英格兰6个州和它们之间的一张转移概率（随后给出定义） 表. 对于一对州 i ? 与 S ， 
我们定义 S s , s 为这两个州周界的长度.在这里，对于每对州 R 与 S ， 我们有对于 
单独的一个州我们定义 B i ^为 E 与新英格兰其他各州之间周界的总长度.我们设转移概 

率等于并把它解释为从州 R 随机走出，进入新英格兰另一个州，而在州 S 登陆的 

概率.概率 尸〜 不是对称的，由于唯一与缅因州交界的州是新罕布夏州， P MEtNH = i ， 而 
Pnh , me ^1, 由于新罕布夏州还与马萨诸塞州及佛蒙特州交界.在练习 1.44 中再对此例作进一 
步的探索. 



作为一个详细说明的例子，我们考虑在。上的一个拓扑，即长为10的表型的 RNA 型 
的集合.根据突变概率来定义一个拓扑时所用的即将发生的过程，将转入与任意固定长度的 
表型系列有关的 RNA 型. 

在 GCu > 中确定 RNA 型时，和的数量究竟有多少，对于这样的细节问题我们不作讨 
论.作为我们的起点，我们使用图 1.29 中有关的突变概率，而数据来自以前所叙述过的突变数. 

在图 1.29 中，第 f 行、> 列的表列值，是脱离^的中性网络而终止于~的中性网络中的 
一个系列的点突变的概率. 
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我们在 RNA 型的集合上所定义的相近性概念，它基于从一个 RNA 型到另一个 RNA 型 
的一种突变的可 能性. 由于在 GC 1 Q 中有8种 RNA 型，每种都有可能突变到另外的7种 RNA 

型.因此，如果九;>+，则认为\突变到〜的可能性超出各型之间相互突变的平均可能性 • 

对于每一个纟=1，…，8，定义于是，私 由& 以及所有的 RNA 型所 

组成，对于后者，&有高于突变的平均可能性 • 集飢 1/7 = {兄}^本身不是一个拓扑，但我们把 
它扩展成一个拓扑，把: r 1/7 定义为包含尺 1/7 的 gq 。 上的最小拓扑.拓扑: r 1/7 由在旯 1/7 中的集合取有 
限交而形成的一个基而生成（见补充练习 1.20). 所得到的拓扑空间称 为表型 空间. 

在一个有限集上的一个拓扑，有唯一的生成此拓扑的最小基（见补充练习1.幻与1. 24 ). 
如果对于每个我们取包含〜的所有集合只 ； ， 并设玖 是它们的交，那么集 
是 / 1/7 的最小基.（见补充练习 1. 24.) 

根据。的概率表，容易确定这个最小基氓 /7 .作为开始，如图 1.30 所示，在图中，我 
们对位于对角线及每个满足 A , i > +的格打勾. 


图 1. 29 GC : 。的突变概率 

对于任一 f ， 在 f 行打勾，对应于 尺中的 元素.例如， R ^ = {S 19 5 3 , 5 8 }, R 2 = {S 29 S 3i 
se , H ). 为了确定基元素私，我们对在 i 列中有勾号的那些行取交.例如，5 6 所在的列在第2 
行及第6行打勾.对艮与沁取交，得 B S = U ， ^， &}. 基氓 /7 见图 L 31 所示. 

请注意，在基元素 尽包含 〜的意义下，&接近于每个因此对于~的每个邻域也是如 
此.这反映了下述 事实： 每个~以比较高的概率突变到 s 8 . 在另一方面，只包含 S8 , 因而 
没有其他的~同以一样接近于^然而，拓扑学的结论是3 8 = {&}，这个使 B 8 = {&} 成立 
的特别例子很好地反映了这一事实，即与其他 &的中 性网络相比，&的中性网络要大些，因 
而源于 h 中性网络的突变经常少于转人此网络的突变. 

在构建拓扑了 1/7 时，我们用平均概率1/7作为门槛.也就是说，我们定义集合 i ^ = U}U 

而我们设: r 1/7 等于 gc 1 d i 包括所有集合反的最小拓扑.我们可以采用其他概 

率作为门槛来构建拓扑，在 RNA 型的同一集合上，可能得到不同的拓扑.例如，如果我们取 
1/10作为门槛，并假设按上述对应集族同样方式来定义足 1/1 Q ， r i/10 , ®!/ia ? 那么基<8^。出现 
于图 1. 32中.（见练习 1.42. ) 
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图 1. 30 GC 1 D 概率表中满足 j 的格 
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图 1.31 拓扑: r 1/7 的基 <@ V 7 

研究者们期望，用拓扑学来建立枏近性的表示法，有助于对生物组织的演变至关重要的生 
物学妇:程进行论证.在这里用 RNA 型 所提出 的简单模型，可以转人更一般、更复杂的表型-基 
因型系统.无论对于现实世界还是拓扑学术语来说，相近性是连续性的一个重要组成部分（见第 
4 章).因此，表型空间对于连续与不连续进化演变的建模和研究，都提供了合适的工具. 

1.4 节练习 

1.38 证明： 用于定义数宇平面的 ZXZ 的子集族乳是 ZXZ 上一个拓扑的基. 

1.39 对于在数字平面的每个点 （ m , „)，确定包含 （ m ，《) 的最小闭集.（这里有可供考虑的4种 情况： m ， n 均 
为奇数； m 为奇数， 71为 偶数； m 为偶数， n 为 奇数； 切， n 均为偶数 .） 

1- 40设我们的表型是由字母 N 和 S 组成的4分量序列，并有具有中性网络的3个 表型： 

况= {( N , N , N , N ),( iV , N , iV , S ),( N , N , S , N ),( N , N , S , S )} , 

iV 2 = {( N , S , iV , iV ),( N , S , N , S ),( iV , S , S , iV ),( Ar , S , S , S ),( S , iV ,7 V , N ),( S ? N , N , S )} 

N 3 = {( S , N , S , N ),( S , N , S , S ),( S , S , Ar , N ),( S , S , N , S ),( S , S , S , N ),( S , S , S , S )} 

请确定突变 概率丸 ,2， pl ,^ p 2 , s , p 2 A ， 九, ! 和九 ,2. 

141 设我们的表型是由字母 R ， D 和 F 组成的2分量序列，并有具有中性网络的3个 表型: 

N , = UR , R )} 

N 2 = {( i ?, D ),( F , i ?),( F , F )} 

N 3 = {( D ,^),( F , D ),< D J D ),( i ?, F ),( D , F )} 

请确定突变概率丸,2， A , 3， P 2,3, Pz . l , p 3 ,!*々 3 ,2. 

1.42 (1) 说明根据表 1.29 中的概率表确定 GC 1 Q 上的颂 /7 时的每一步. 

(2) 根据表 1.29 中的概率表，确定 GG 。上的咏 /1Q . 

143使得 GQ 。上的: T , 是离散拓扑的 p 的最小值是多少？并验证你的结果. 

1.44 考虑新英格兰6个州以及在表 1.28 中的相关概率表.设 NE ={ CT ， MA , ME , NH ， RI ， VT }. 

ci ) 确定在 NE 上: r 。 的最小基.对于这个拓扑，我们考虑一对 州及与 s ， 其中随机走出州尺之后在州 
S 登陆的概率不为零（即走出州 K 之后能在州 S 登陆）. 

( 2 )确定在 ne 上拓扑: r 1/3 的最小基. 
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内部、闭包与边界 


在本章，我们考虑与拓扑空间的子集有关的某些重要的集合. 2,1节介绍集合的内部和闭 
包， 2. 2节介绍集合的极限点， 2. 3节介绍集合的边界， 2. 4节以拓扑学在地理信息系统建模 
中的应用结束本章. 

* 

2- 1集合的内部与闭包 

一个拓扑空间的任意子集 A 可能既非开又非闭.然而，让一个有关的开集和一个有关的 
闭集相联系是很有用的.特别是可以把每个集合 A ， 夹在包含于 A 的最大开集和包含 A 的最 
小闭集之间.这些集合分别称为 A 的内部和 A 的闭包. 

定义 2.1 设 A 是一个拓扑空间 X 的子集.包含于 A 的所有开集的并是 A 的内部， 记为 
A 或 Int ( A ). 包含 A 的所有闭集的交，是 A 的闭包， 记为 A 或 CKA ). 

显然， A 的内部是开集，且是 A 的一个子集，而 A 的闭包是闭集且包含 A . 于是，我们 
就有该集合三明治， A 被夹在一个开集和一个闭集 之间： ACIACIA . 

从内部和闭包的定义就很容易得到下述性质. 

定理2_2 设 X 是一个拓扑空间，而 A 与 B 是 X 的子集. 

(1) 若卩是 X 中的一个开集，且1/匚 A , 则 U 匚 Int ( A ). 

(2) 若 C 是 X 中的一个闭集，且 A 匚 C ， 则 CKA ) 匚 C . 

(3) 若 A 匚 B ， 则 Int ( A ) 匚 Int ( B ). 

(4) 若 A 匚 B ， 则 C 1( A ) 匚 C 1( B ). 

(5) 当且仅当 A = Int ( A )， A 是开集. 

(6) 当且仅 SA = C 1( A )， A 是闭集. 

下面我们来证明（1)、 （3) 和（5)，而（2)、 （4) 和 （6) 的证明见练习 2.2. 

(1) 的证明 设 U 是 X 中的一个开集，且 L / CZA . 由于 Int ( A ) 是包含于 A 的所有开集 
的并，于是 U 是组成此并的集合之一，因而是此并的一个子集，即 UC = I n t ( A ). ■ 

(3) 的证明 由于 ACB ， 因此 Int ( A ) 是包含于 B 的一个开集.由 （1) 可知，包含于 
B 的每一个开集也包含于 Int ( B )， 因此 Im ( A ) 匚 Int ( B ). ■ 

( 5 )的证明 若 A = Int ( A )， 根据定义， Int ( A ) 是一个开集，于是 A 也是一个开集. 

我们再从 A 是开集出发来证明 A = Int ( A ). 首先，由 Im ( A ) 的定义， Int ( A ) CZA . 再由 
于 A 是包含于 A 的一个开集，由 （1) 可得， Adlnt ( A ). 于是，结论 A = Int ( A ) 成立 • ■ 
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定理 2. 2(1) 意味着，包含于 A 的每个开集包含于 A 的 内部. 由此， Int ( A ) 是包含于 
A 的最大 开集. 类似地，定理 2.2(2) 意味着，包含 A 的每一个闭集也包含 A 的闭包，因 
而 CKA ) 是包含 A 的最小闭集.我们发现，关于内部和闭包的这些关系，在确立这些集合 

的性质时非常有用. _ 

例 2.1 考虑 A =[0, 1) 是 R 中具有标准拓扑的一个子集，那么 A =(0, 1)， A -[0, 1]. 

例 2. 2考虑 A = [0，1) 是 R 中具有离散拓扑的一个子集，那 1). 

例 2.3 考虑 A ==[0, 1) 是 R 中具有有限补拓扑的一个子集.由于没有非空开集包含于 
[0, 1)，所以 A = 由于 A 是无限集，而且在此拓扑中唯一的无限闭集是 R ， 因此 

例 2.4 考虑 A =[0, 1) 是 R 中具有下限拓扑的一个子集.由于 A 是一个开集，所以 
A = A . 注意到 R — [0， 1) = ( — 00， 0) U [1， °°)是在 R 中具有下限拓扑的一个开集.因此 
[0, 1) 在此下限拓扑中是闭集，于是同样有 

重要注记 正如例 2.1 至 2. 4 所论述的，一个集合 A 的内部和闭包，取决于包含 A 的集 
合 X 上的拓扑，而不仅仅取决于集合 A . 

例 2. 5 考虑 R 中具有标准拓扑的有理数集合 Q . 我们认为& =0. 否则，设 U 是包含于 Q 
的一个非空开集.设: c 是 U 中的一个元素，那么存在一个开区间 （ a ， 6)，使得: b)CZlKZ 
Q . 但是在每一对实数之间必有一个无理数.于是每个区间包含 R — Q 的元素，因而 C / 也是如 
此.这就产生了矛盾，因此 6=0. 

当 Q 的内部一无所有时，如果我们取闭包就得到 一切； 特别是可得到豆(见练习 2.6.) 

定义 2. 3 —个拓扑空间 X 的子集 A 称为稠 密的， 如果 C 1( A ) = X . 

由例 2. 5 可得， Q 在具有标准拓扑的 R 中是稠密的 • 

例 2*6 在 R 上的有限补拓扑中，每个无限集都是稠密的.这是什么原因呢？在这种拓扑 
中，闭集要么是有限集，要么是 R 本身.因此， R 是包含一个无限集的唯一的闭集 * 因此， 
如果 A 是 R 的一个无限子集，那么 C 1( A )= R ， 因此， A 在 R 中是稠密的. 

当需要确定一个特定的点: y 何时在一个已知集合 A 的内部，或何时在它的闭包之中时， 
以下两个定理提供了简单的方法： 

定理 2.4 设 X 是一个拓扑空间， A 是 X 的一个子集，而 y 是 X 的一个 元素. 当且仅当 
存在一个开集[/，使得 yGUCiA 时， yeint ( A ). 

证明 首先，设存在一个开集 L 7, 使得: yGl / CZA . 由于 U 是一个开集，且包含于 A 中， 
于是 t / CIInt ( A ). 因此， ： y 6 C / 蕴涵 yeint ( A ). 

其次，若 3^ Int ( A )， 我们再设 U = Int ( A ), 于是， 

定理 2 .S 设 X 是一个拓扑空间， A 是 X 的一个 
子集，而： y 是 X 的一个 元素. 当且仅当每个包含夕的 
开集之交为 A ，^ eci ( A ). 

证明 见练习 2. 10. _ 

例 2* 7 在具有标准拓扑的 R 2 中，设 A 是图 2.1 
中左边的棒棒糖.那么在此图的中间是 Int ( A ) 的图 图 2. 1 R 2 中集合 A 的内部和闭包 


U 是使得 yGUCZA 的一个 开集. ■ 
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示，在此图的右边是 Int ( A ) 的 图示. • 

以下定理提供了涉及内部、闭包、交、并和补的某些有用的 关系： 

定理 2.6 设 A ， B 是一个拓扑空间 X 的集合，下列命题 成立： 

(1) Int(X-A)-X-CKA). 

(2) Cl ( X - A )= X - Int ( A ). 

(3) Int ( A ) Ulnt ( B ) 匚 Int ( AUB )， 而等号通常不成立 • 

(4) Int ( A ) nint ( B )= IntC 4 门 B ). 

以下证明 （1) 和（3)， （2) 和 （4) 的证明见练习丄11.此外，练习 2. I 2 提出了两个对 
应于 （3) 和 （4) 且涉及闭包的结论. 

(1) 的证明 我们分别来证明 X — CKA ) 匚 Int ( X — A ) 和 Int ( X — A ) 匚 X — C 1( A ). 首 
先，注意到 C 1( A ) 是闭集且包含 A ， 因而 X — C 1( A ) 是包含于 X — A 的一个开集.由定理 
2.2(1) 可得 X — Cl ( A ) C ： I n t ( X — A ). 

为了证明 Int ( X — A ) 匚 X — CKA )， 设任一 xGInt(X — A ). 注意到 Int ( X — A ) 与 A 是分 

离的，因而 x 在一个与 A 分离的开集中.由定理 2.5 可得 x $ Cl ( A )， 因此 xGX — CKA ). 

_ 

于是 Int ( X — A ) 匚 X — CKA ). 

由于我们已经证明了， X — CKA ) 匚 Int ( X — A ) 与 Int ( X — A ) 匚 X — C 1( A ) 都成立，于是 
就有 Int ( X — A ) = X — C 1( A )， 得证. ■ 

(3) 的证明 由于 Int ( A ) C = A ， 于是 Int ( A ) 匚 AUB . 且有 Int ( A ) 是一个 开集. 同样， 
lnt ( B ) 是包含于 AUB 的一个开集.包含于 AUB 的每一个开集也包含于 Int ( AUB ). 因此， 
Int ( A ) 与 Im ( B ) 都包含于 Int ( AUB ). 所以 
它们的并 Int ( A ) Ulnt ( B ) 也包含于 Int ( AUB ). 

下面我们还应说明，存在 Int ( A ) Ulnt ( B ) 

不等于 Int ( AUB ) 的情况.取八=[—1， 0] 

及召=[0， 1] 为具有标准拓扑的 R 的子集 • 

于是， Int ( A ) UInt ( B ) = ( — 1， 0 )U (0，1)， 

但 Int ( AUB ) = ( — 1， 1). 因此，在这种情况下 

Int ( A ) Ulnt ( B ) ^ lnt ( AU - B ). (见图 2. 2_ ) 

例 2.8 设 A 是无理数的集合，作为具有标准拓扑的 R 的一个子集.我们来证明 A 是稠密 
的. 注意到 A = R — Q ， 其中 Q 是有理数的集合.因此 C 1( A ) = C 1( R — Q )= R — Int ( Q )， 根据定理 
2. 6(2) 可知第二个等式成立.在例 2.5 中我们已经证明了 Int ( Q ) = 0. 因此， C 1( A )= R , 由此 
可得， A 在 R 中是稠密的. 

2. 1节练习 

2.1 在以下各种情况下确定 Int ( A ) 与 C 1( A ). 

. . ' 

Cl ) A =(0, 1], 在 R 上的下限拓扑中. 

(2) A ={ a }, 在具有拓扑{ X ，0， { a }, { a , 6}} 的 X ={ a , b ，' c } 中. 

(3) A ={ a , c }, 在具有拓扑{ X ，0， U }，{ a ， 6}}的叉={〜6, c } 中. 


A 


B 


0 


Int (^) 


Int(S) 


—— H — 

0 

IntC^Uj?) 


1 


0 


1 


图 2, 2 Int(A) U Int(B) ^lnt(AL)B) 


■ 
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(4) A ={ b ), 在具有拓扑 < X ， 0， { a }, { a , 6}} 的 { a ，6， c } 中. 

(5) A=( — l ， 1)U{2}» 在 R 上的标准拓 扑中 . 

(6) A=( — 1 ， 1)U{2} ， 在 R 上的下限拓扑 中 - 

(7) A=-{(x, 0)eR 2 |^6R}, 在具有标准拓扑的 妒中 . 

(8) A-{(0, x)eR 2 |xeR}, 在具有由练习 1.19 中的基所生成的拓扑的 R 2 中 . 

(9) 0)eR 2 \^c€R}, 在具有由练习 1.1 9 中的基所生成的拓扑的 R 2 中 _ 

2.2 证明定理 2.2 的（2)、 （4) 和（6>:设 X 是一个拓扑空间，而 A 与 B 是 X 的子集. 

(1) 若 C 是 X 中的一个闭集，且 A 匚 C , 则 C 1( A ) C ： C . 

(2) 若 ACB, 贝 ij CKA) 匚 CUB). 

(3) 当且仅 SA = CKA )， A 是闭集 • 

2.3 对于 m < n € Z ， 设 I㈣ ={饥， m +1， …， 在数字轴中确定 lm ( U 及 CKU . (需要考虑4种情 
况，允许 m 或偶或奇，《亦同样如此 .） 

2.4 考虑在一个集合 X 上的特殊点拓扑(见练习 1.7.) 分别对于包含0和不包含 p 的集合 A 确定 
Int ( A ) 与 CKA ). 

2.5 考虑在一个集合 X 上的例外点拓见练习 1.8). 分别对于包含和不包含 P 的集合 A 确定 
Int(A) 与 CKA). 

2.6 在 R 上的标准拓扑中证明 C 1( Q ) = R . 

2.7 »6 Z + | ,征明 B 在 R 中是稠密的. 

2.8 (1) 证明奇整数的集合在 Z 上的数字轴拓扑中是稠密的.对于偶整数的集合结论同样成立吗？ 

(2) 2：的何种子集在 Z 上的离散拓扑中是稠密的? 

2.9 在具有标准拓扑的 R 2 中证明 CKU ，6) X ( c , d ) = la , 6] X [ c > d ] 且 Int ([ a ，6] X [o d ]) = U ， b)X 

( c ’ d ). 

2 . 10 证明定理 2. S : 设 X 是一个拓扑空间， A 是； C 的一个子集，而: y 是 X 的一个元素.当且仅当每个包含 
: y 的开集之交为 A 时， y eCKA \ 

2 . 11证明定理 2. 6的 [2) 与 (4)： 对于拓扑空间 X 的集合 A 与 13, 下述命题成立 

(1) Cl(X-A) = X-Int(A), 

(2) Int(A) nint(B) = Int(AriB). 

2.12 在以下每种情况下，确定在空格中的关系究竟应该是 C ：、 3还是对等号不成立的情况，举例说明： 

(1) CKA ) f ] CKB ) _ CKARB ). 

(2) CKA ) UCl ( B ) _ CKA 1 JB ), 

2-2 极限点 

在 R n 上的标准拓扑中，一个子集的极限点以我们所期望的方式出现，即此子集中存在趋 
近于此极限点的一个序列.这是一个非常有用的 概念. 然而，如果我们采用邻域，而不是采 
用序列，就能使极限点的定义更确切.在不完全像那样正宗的拓扑空间中，我们将发现某 
些不寻常的——多半是与直觉不一致的——可能性. 

定义 2.7 设 A 是拓扑空间 X 的一个子集.如果 X 中的点 x 的每个邻域与 A 的交集，是 
异于： c 的一个点，那么 I 是 A 的极 限点. 


内部、闭 包与边界 


41 


请注意， 一 个集合 A 的极限点可能位于此集合 A 中，也可能不位于此集合 A 之中.还要 

注意， 在每个拓扑中点工不是集合的一个极限点 • 

• ♦ 

例 2. 9考虑集合八={ + 6议|”62 + }为具有标准拓扑的11的一个子集.如图 2. 3所示. 

点0是 A 的一个极 限点. 原因何在？若17是包含0的 0 ~ \ 

一个开集，那么存在一个区间 U ， 6)，使得 oeU ， b)CZ 

u . 但对于每个这样的开区间， u ， h ) n a ^0. 所以， 
u 门 A _0. 因此，0的每个邻域交于 A . 而由于0不在 A 中，此交集包含异于0的点.于是 

0是 A 的一个极限点 • 

事实上，0是 A 的唯一极限点 • 给定 xGR — {0}，我们可以找到一个包含 x 的开区间， 
要么与 A 不相交（若 o ：€ A )， 要么与 A 仅交于 x ( 若 A ). 在以上两种情况下，若工关0, 
则 x 不是 A 的一个极 限点. 

例 2 . 10考虑集合（0, 1] 是具有标准拓扑的 R 的一个子集 . （0, 1] 的极限点是哪个点 
呢？回答是，任一 • rGlIO ，1] 都是（0， 1] 的极 限点. ： rG [0，1] 的每个邻域 [/ 包含一个以 
x 为元素的开区间 U ， 6). 这样一个区间与 （ 0 ， 1] 交于异于的一个点，因而 J ： 是 （ 0, 
1] 的极限点. 

此外，若: r $[0, 1]，那么存在包含 x 的开区间，与（0， 1] 不相交 • 所以，若 x $[0, 
1]，则1不是（0， 1] 的极 限点. 

因此，[0, 1] 是（0, 1] 的极限 点集. 

例 2.11 考虑有理数集合 Q 是具有标准拓扑的 R 的一个子集.任一 都是 Q 的极限 
点.原因何在？给定一个实数: c ， 以 x 为元素的一个开集 U ， 包含一个也以 x 为元素的开区间 
( a , W . 但是，每个开区间与 Q 交于无限多个点，因而《与 Q 交于异于 x 的一个点， 
因而： c 是 Q 的极限点. 

极限点为我们提供了求一个集合闭包的简便方法. 

定理 2.8 设 A 是一个拓扑空间 X 的子集，并设的板限 点集. 那么， C 1( A ) = 
A UA ，_ 

证明我们分别来证明 AUA ' CCKA ) 和 C 1( A ) 匚 AUA f . 

首先，证明 AUAtCl ( A ). 显然， ACCRA ) , 因此，我们只需证明 A ' CCKA ). 

那么 x 的每个邻域交于 A . 由定理2.5, ： ceCl ( A )， 于是得到 AtClCA ). 因此 AUA ' 匚 C 1 G 4). 

现在再来证明 CKA ) CIAUA '. 设 xeCl ( A ). 要么 x € A ， 要么 x € Cl ( A )— A . 由前者可得 
a - GAUA '. 而对于后者， xGCl ( A )— A . 因为工 6 CKA )， 由定理 2. 5,每个包含: r 的开集交于 
A . 由于 a ^ A ， 这一交集必包含一个异于: r 的点.于是: r 是 A 的极限点，因而:无论 
还是: c 6 CKA )— A ， 都有: c 6 AUA ’， 于是 C 1( A ) CAUA '. _ 

推论 2.9 —个拓扑空间的一个子集是闭集，当且仅当它包含其中的所有极限点. 

证明由定理 2.2 (6)，当且仅当4=(：1(灵）时， A 是闭集_由定理2.8，当且仅当 A 二 AU 
其中"是八的极限点集时， A = C 1( A ), 最后，当且仅当 ACZA ， A = A \ JA \ 于是，当且 
仅当 Aca ， A 是闭集，这正是我们所要证明的 .. ■ 


图 2.3 集合 
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例 2.12 练习 L 27 中所引入的无限梳 C 如图 2.4 所示.集合 C 由沿着 x 轴上从（0, 0) 到 

(0, 1) 的水平线段，以及沿着从(去， 0) 到(去， 1) 的竖直线段构成，其中72=0, 1， 2 ,… • 

若我们把 C 看成具有标准拓扑的 R 2 的一个子集， C 的每一个点是 C 的极限点，就同在竖 
直线段 Y ={(0, 上的点 一样. 如图 2.4 所示，任一点 （0, ： y)€Y 的每个邻域 

与组成 C 的竖直线段有交集.除了在 cuy 上的点之外，没有 C 的其他极限点，所以 C 1( C ) = 

CUY . 

与极限点相接近的概念是收敛序列的概念. 

定义 2. 10 在一个拓扑空间中一个序列 
(工"々，•••） 收敛于： rGX ， 如果对于 x 的每 
个邻域 U ， 存在一个正整数 iV ， 使得当 n>N 
时， 有 x „6 U . 此时，我们说： r 是序列 （々， 

々，•••） 的 极限， 且记为 图 2.4 点 (0, W 是无限梳的极限点，其中 

limx n = X. 

w —co 

在一个序列收敛于一个点: T 背后所隐藏的想法是，给定: T 的任一邻域 U ， 此序列最终进 
入 U 并逗留在其中. 

例 2.13 如图 2.5 所示，考虑 R 中由 = 所定义的 序列. 对于 R 上的标准拓扑， 



此序列收敛于0,这是由于0的每个邻域包含一个开区间 
逗留在其中.（见练习 2.22.) 二 

在另一方面，如果我们考虑 R 上的下限拓 
扑，此序列却不收敛于 0. 例如，取0的邻域 


(一心《)，并使此序列最后进入并 


0 - 


' rrnmm 

6 4 


2 


图 2. 5序列 


- 1 ) 


[0, 1). 此序列进入这个邻域，但是从未逗留在其中，这是因为任一其他项会跳出，取一个 
小于0 的值. 事实上，在 R 上的下限拓扑中，这个序列根本不收敛. 

在 R ” 上的标准拓扑中，极限点是序列的极限，正如以下定理所指出的： 

定理 2.11 设 A 是在标准拓扑中 R ” 的一个子集.若 x 是 A 的极限点，那么 A 中存在一 
个收敛于 x 的点（的序）列. 


证明见练习 2. 20. ■ 

在一个一般的拓扑空间 X 中，集合 BCIX 的极限点不一定是 B 中一个序列的 极限. （见练 
习 2. 23.) 


直觉也许会告诉我们，如果一个序列收敛于一个点，那么此点应该是唯一的.此情况出 

现于 R ” 上标准拓扑的场合 • 但是在其他拓扑的场合，情况并非如此.例如，对于 R 上的有限 

补拓扑，其中没有重复超过有限次元素的，值域为无限的每个序列，收敛于 R 中的每个点. 
(见练习 2. 19.) 

在一个豪斯多夫空间，上述情况就不可能出 现了. 以下的定理给出豪斯多夫空间的另一 
个便于使用的性质： 

定理 2. 12若 X 是一个豪斯多夫空间，则 X 中的点的每一个收敛序列，收敛于 X 中的 


内部、闭包与边界 


43 


唯一的点 • 

证明令 X 是一个豪斯多夫空间 • 设一个序列（々， x 2 ，…）在 X 中收敛于两个不同的 
点 X 与 y 由于 X 是一个豪斯多夫空间， X 与: V 分别有不相交的邻域 u 和 V . 因为序列（々， 
心，…）收敛于1，所以存在 NGZ +， 使得对于所有 7 Z > N，A 成立.同样，存在 Mez +， 
使得对于所有成立.于是，若 m 同时大于 N 与 M 时， x m eunv , 这就同 U 与 V 
不相交的事实相矛盾.因此，在一个豪斯多夫空间中，收敛序列收敛于唯一的点. ■ 

2.2 节练习 

2.13 在以下各情况，确定 A 的极限 点集： 

(1) A =(0， 1]，在 R 上的下限拓扑中. 

(2) A ={ a }, 在具有拓扑{ X ，0， { a }, { a , 6}} 的 X = { a , 6, 中. 

(3) A = { a , c >, 在具有拓扑{ X ，0， { a }» { a , 6}丨的 { a ，6， c } 中_ 

(4) A ~ { b }, 在具有拓扑{ X ，0， { a }, { a , 6}} 的 X "={ a ， 6， c } 中. 

(5) A =( — 1， 1) U {2}, 在 R 上的标准拓扑中. 

(6) A =( — 1， 1) U {2}， 在 R 上的下限拓扑中. 

(7) A ^ iix , 0)€ H 2 在具有标准拓扑的 R 2 中. 

(8) A ={(0, : c )€ R 2 |： ceR }， 在具有由练习 1.19 中的基生成的 R 2 的拓扑中. 

(9) A ={ U ，0) eR 2 UeR }* 在具有由练习 1-19 中的基生成的 R 2 的拓扑中. 

2.14 对于任一 m 6 Z +, 设 B „ = { n ， 72 + 1，《+2，_•■}，考虑集族《 = { 氏 | Z +}• 

(1) 证明《是2+上一个拓扑的一个基. 

(2) 证明由《所生成的； S ： 上的拓扑不是豪斯多夫的. 

(3) 证明序列（2, 4, 6, 8, …） 收敛于 Z + 中具有由 < B 所生成的拓扑中的每一个点. 

(4) 证明： 其中不存在重复超过有限次元素的每个序列，在此拓扑中收敛于 Z + 中的每个点. 

(5) 找一个值域无限的序列，在此拓扑中仅收敛于 1. 

2.15 在 R 上的有限补拓扑中确定[0， 1] 的极限点集. 

2. 16在数宇轴拓扑中确定单点集 { n } 的极限点集.（结果依赖于《是奇数还是偶数 .） 

2.17 (1) 设《 = {(〜 6) CR | a , 6 GQ , a < b } . 证明 <8是 R 上一个拓扑的一个基.所得到的拓扑称为 有理下 

限拓扑，记为 I . 

(2) 分别在下限拓扑 R , 及有理下限拓中确定 A ==(0, #) 和 B =( vT ，3) 的闭每. 

2. 18在 R 上的标准拓扑中确定 A =|^ + + 6 R |7 n ， neZ + j 的极限 点集. 

2.19 本题假定 R 具有有限补拓扑. 

(1) 证明： 其中不存在重复超过有限次元素的每个序列，收敛于 R 中的每个点. 

(2) 找一个值域无限的序列，在此拓扑中仅收敛于 0. 

(3) 找一个值域无限的序列，但没有极限. 

2.20 证明定理 2.11: 设 X 是在标准拓扑中 R ” 的一个子集.若是 A 的极限点，那么 A 中存在一个收敛于 
■ r 的点（的序）列. 

2-21 确定集合 



G R 2 | 0 < x < 1 
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作为具有标准拓扑的 R 2 —个子集的极限 点集. （在平面上 S 的闭包称为 拓扑学家的正弦曲线 . ） 
2.22 在具有标准拓扑的 R 中考 虑由心 定义的序列， 

(1) 证明点0的任一邻域包含开区间（一《，《). 

(2) 证明对于每个开区间（一 a , a )， 存在 NeZ +， 使得对于所有 都有€ ( —《， a ). 
2.23 设: T 是 R 中的子集族，由空集和任一其补集是可数集的集合所组成. 

(1) 证明7是厌上的一个拓扑（它称 为可数补拓扑 .） 

(2) 证明在可数补拓扑中，点0是集合 A=R — {0} 的极限点. 

(3) 证明在可数补拓扑中， R~{0} 没有收敛于 0 的序列. 


2.3 集合的边界 


对于集合边界的含义，我们已经有了一个直观的 了解： 它是位于与此集合的内部和外部 
都相接近的那些点.（见图 2.6.) 但是，正如我们已经看到的，存在一些与此相对立的例子和 
拓扑，与我们的直觉构成挑战和对抗.例如， Q 作为标准拓扑中 R 的一个子集，它的边界是 
什么呢？此外，在有限补拓扑中，闭区间 [0, 1] 作为 R 的一个子集，它的边界又是什么呢? 
一 个集合边界的定义，为了能严格地加以使用，作为拓扑学中一个重要的概念,已经被认真 
地加以选定并得到确切的理解. 

定义 2. 13设 A 是拓扑空间 X 的一个子集， A 的边界 （记为 3 A ) 为 

BA == CKA )- Int ( A ). 

例 2. 14设[ — 1， 1] 在 R 上具有标准 拓扑. 如图 2. 7所示，我们有 C 1( A )=[— 1，1]， 
而 Int ( A ) = ( — 1, 1)，因而 3 A ={ — 1， 1}- 


m 2.6 集合的边界 


_「 

A=C\ C 4) 

1 

L 

-1 

f - 

Int (^) 

1 

1 

-1 

d(A) 


) - 

1 

d(A) 

-1 


---- 

1 

图2, 7 

在 R 中确定 [一 1， 

1] 的边界 


例 2.15 设 A 是在图 2.8 中最左边的平面的 子集. 正如图上所示， CKA ) 是一个闭圆 
盘， Int ( A ) 是一个开圆盘，而 3 A 是一个圆周 • 

以下的定理给出一些条件，有助于我们确定一个点是否在集合 A 的边界上. 



m 2.8 在平面上确定 A 的边界 
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定理 2.14 设 A 是拓扑空间 X 的一个子集， x 是 X 的一个点_那么，当且仅当: r 的每个 

邻域与 A 及 X — A 都有交集时， X &3 A 成立 • 

证明首先，设那么， ^ eCl ( A ), 且: r $ Int ( A )_ 而由于 x 6 Cl ( A )， 于是 x 的 

每个邻域都与 A 有 交集. 此外，由于 x $ Int ( A )， 于是: t 的每个邻域不是 A 的子集，因而与 
X — A 有交集.因此， x 的每个邻域与 A 及 X — A 都有交集- 

再设: r 的每个邻域与 A 及 X — A 都有交集.于是， xeCKA ), 且 xGCKX — A ). 由定理 
2.6 (2)， C 1( X — A )= X — Int ( A ), 因而工磋 Int ( A ). 所以， x ^ CUA ), 且 x 芒 Int ( A )， 即 
工 eCl ( A )- Int ( A )=3 A . ■ 

以下是与一个集合 A 边界有关的几个立杆见影的事实 • 它们全都可迅速地由定义推出. 
定理 2. 15设 A 是拓扑空间 X 的一个子集，那么成立关于 A 的边界的下述命题： 

(1) 3 A 是闭集_ 

(2) SA=Cl(A)nCl(X-A). 

(3) 3 Af | Int ( A )=-0. 

(4) aAUlnt ( A )=- Cl ( A ). 

(5) 3 ACZA , 当且仅当 A 是闭集. 

(6) 3 AriA = 0, 当且仅当 A 是开集. 

(7) 3 A =0, 当且仅当 A 既开又闭. 

证明见练习 2.28. ■ 

例 2.16 考虑 Q 在 R 上具有标准拓扑.由于 C 1( Q )= R ， 而 Int ( Q ) = 0, 于是有 3 Q = R . 
因此，整个实轴 R 是实数的边界.这当然是合理的——每个实数与有理数的集合，以及它的 
补集即无理数的集合都任意接近. 

例2，17考虑作为具有标准拓扑的 R 2 中一个子集的竖直区间 {0} X [~1, 1], 按下述方 
式来看此区间，即把它作为 R 2 的一个子集，而不是当作 R 的一个子集，它的边界如何展现就 
会产生巨大的 差别. 此时， Int ( A ) = 0, 且 C 1( A )= A ， 因此 3 A = A . 

例 2.18 设在具有离散拓扑的 R 之中 A =[— l ，1]. 此时， lnt ( A ) = [— 1，1]，且 
C 1( A ) = [ — 1， 1]; 因此 = 

而如果我们把[—1， 1] 看作为在此离散拓扑中既开又闭，于是由定理 2.15 (7)，它的 
边界就是空集. 

例 2.19 设焱=[—1， 1] 作为具有下限拓扑的 实轴风 的一个子集.此时， C 1( A ) = [— 1，1]， 
而 Int ( A ) = [ — 1， 1) ，因此 

以上几个例子说明，一个集合 A 的边界，依赖于包含 A 的集合 X 上的拓扑，而不仅仅依 
赖于 A 本身_ 

2. 3节练习 

2. 24在以下各种情况下确定 3 A : 

(1) 在 R 上的下限拓扑中 A =(0, 1]. 

(2) 在具有拓扑 { X , 0， { a }, { a , 6, d 中八={“}. 



(3) 在具有拓扑 { X ，_0， { a ), { a , 6}} 的 X ={ a ， 6 ， d 中身 = 忪， c }. 

(4) 在具有拓扑（ X ，0， { a }, { a , 6}} 的 6 ， d 中力 ={々}. 

(5> 在 R 上的标准拓扑中 A =(~ l ，1 )U {2}. 

(6) 在 R 上的下限拓扑中 A =( — 1， 1) U {2}_ 

(7) 在具有标准拓扑的 R 2 中 A ={( x ，0) eR 2 | x 6 R }. 

(8) 在具有由练习 1. 1 9 中的基所生成的 R 2 的拓扑中 A ={(0, x ) eR 2 | x 6 R }. 

(9) 在具有由练习 1.1 9 中的基所生成的 R 2 的拓扑中 A =< U ，0) GR 2 | x € R }_ 

2.25 (1) I m>n = { m , m +1， …，《}，其中在数字轴拓扑中确定(这里要考虑4种情况， 

m 可以为偶，也可以为奇； n 也如此 .） 

(2) 当 nGZ ， 在数字轴拓扑中确定 3< n }， 分别考虑《为偶或为奇的情况.讨论你关于 Wn } 的结果如 
何借助在 1. 4节中所描述的数字轴来反映数字图像显示的结构. 

2.26 在标准拓扑中，确定 R 2 的下列各个子集的 边界： 

(1) A ={ U ，0)6 R 2 |^6 R }. 

(2) B ={{ x , y )^： R 2 |^>0, y 关 0}. 

(3) X ( +， 0 ) ^ RZ I nez + }. 

(4) D ={{ x , ^>6 R 2 |0^ x 2 - y < l }. 

2.27 在有限补拓扑的 R 中确定 3([0, 1]) , 并检验你的结果， 

2.28 证明定理 2.15: 设 A 是拓扑空间 X 的一个子集， 那么： 

(1) dA 是闭集. 

(2) 3A=CKA)nCKX-A). 

(3) BAnint ( A ) = 0. 

(4) 3 AUlnt ( A )= Cl ( A ). 

(5) 9 ACA , 当且仅当 A 是闭集， 

(6) = 当且仅当 A 是 开集. 

(7) 9 A =0, 当且仅当 A 既开又闭. 

2.4 在地理信息系统中的一个应用 

一个地理信息系统 （ GIS ) 是一个计算机系统，能汇总、存储、处理和显示与地理有关的 
数据.这些数据常常用来解决复杂的计划和管理 问题. 为了分析空间的信息，用户通过所提 
出问题来选择源于 GIS 的数据.典型的 GIS 问题，是把空间关系具体化为关于空间对象约束 
的播述，以便进行分析和显示. 

例如，在研究为一个州重建区域内湿地的保护时， GIS 的一位用户可能想寻求部分或全 
部归属于该州风景区的所有湿地的显示.（见图 2. 9.) GIS 就会对湿地区域和州内风景区域进 
行搜索，并考察它们相互之间的关系，以便使所有满足特定要求的湿地得以重现. 

显然，在一个地理信息系统 （ GIS ) 中，需要能对陆地区域之间可能的不同关联方式加以 
区分.作为一位数学家来说，通常满足于了解两个集合是否有交集.但是在 GIS 中，还需要 
对有交集和无交集迸行更精细的分类.例如，在图 2.10 中，集合 A 与 JB ， 以及 A ' 与都有 
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交集，但它们的交集在本质上却有明显的差别 • 需要使这些差别更加 精确. 



g 州立公园 


国湿地 




图 2. 9哪些湿地的部分或全部归属于一个州立公园 图 2. 10 A 与 J 3 的相交方式不同于 A ' 与# 


此外，对于图2.11，乍一看来 C 与 D 有交集，但在对我们所见到的状况迅速放大之后却发现 
它们并没有交集.在一个 GIS 中所存储的信息涉及这些集合之间的关系，与它们在特定状况中如何 
出现无关。于是，根据所存储的 C 与 D 无交集的信息， GIS 就能确保这两个集合之间的关系，实质 
上与表示它们的可能导致错误的图形表示，特别是由分辨率很低而显示出来的那些特征无关 。 

让我们来应对有关 GIS 建模方面的 需求. 在对1维信息建模和进行处理时，计算机系统 
是非常有 效的. 在自然界，1维信息在本质上是 数字. 而计算机系统对实数系统以及它的算术 
运算和顺序关系拥有一个正确且行之有效的模型.计算机可以容易地处理有关1维信息方面 
的问题.例如，可以回答：“如果我开出一张1000美元的支票，我自己的存款账户会透支 
吗？”以及“新英格兰6个州的总人口是多少？”这样的 问题. 

I 

但是，当信息的状态提升1维时，建模就会变得更加困难.一个模型必须能回答诸如 
“黄石国家公园在哪一个州？”、“伊利诺斯州在佛罗里达州的北面吗?”这样的问题.能够回答 
这些问题的系统，必须保持地理对象的踪迹，必须能够完成与它们有关的运算，并能够精确 
地定义诸如“在其中”、“在 • •的北面”这样的 关系. 此外，这样一个系统还必须与我们的 
直觉和对这些对象、运算和关系的理解相一致.显然，这是在建模方面一项重要的需求. 

地理信息系统理论是空间信息科学与工程这一领域的一个组成部分.它在近年来经历了惊人的 
发展.拓扑学在该领域中提供了许多有价值的建模工具.我们提出最早发表在 [ Ege ] 上的一个简 
单模型，它在定义和区别两个地理学区域之间的关系时使用了拓扑学的概念.虽然这个模型并不完 
善，但它却是一个起点.这个模型所提出的对此关系的描述，已经作为 GIS 产业的标准. 

在我们提出的这个模型中，我们的兴趣是拓扑空间 X 中的一对闭集 A 与我们的目标 
是用拓扑概念来考察在 X 中 A 与 B 彼此关联的不同方式. 

已知 X 中的闭集 A 与 B ， 我们考虑4个 交集： aAHaB , AflB , AflaS ， 考察 

它们是否为空集. 


定义 2.16 对于集合 Y ， 若 Y 是空集，定义 C y = 0; 若 Y 不是空集，定义 C y = l . 已知 
X 中的闭集 A 与 X 中 A 与 B 的交值 I A ， B 定义为 


= ( CaAfl as ^ Cad b y C^An b y CAn aB ). 

在平面上一对集合的交值的例子如图 2. 12 所示. 
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图 2.11 集合 C 与 D 似乎有交集，但是经放 图 2.12 在平面上各对集合的交值 

大后却显示它们并没有交集 

由于在4项交值中的每一项可以是0或1,因此交值有16种不同的可能性.此16种可能性会导致 
平面上16对闭集.在图 2. 13中图示了其中8种.在练习 2. 34中，我们要求找出其他8种例子. 


c 1，0,0,0) (0,0,0，1 ) (1，1，( U ) ( 1，1，1，1 ) (0,0,0,0) (0，1，0,0) (0，1，0，1 ) ( 1，0，1，1 ) 

图 2. 13在平面上导致八种可能交值的各对闭集 


在诸如 GIS 的应用中，我们要求限制所考虑集合的类型.例如，我们可能仅希望为图 2. 9 
所示的那种地理区域建模.因此我们将排除像图 2. 13所示的有一个线段突出来的那些集合. 
虽然当我们考察国家之间的边界时应该允许用无限细的弧，但我们并不要求让它们表示陆地 
的面积.我们如何排除所有各种可能性呢？下述定义帮助我们付诸实施. 

定义 2. 17 若 A = Cl ( Int ( A ))， 则称 A 为正则闭集 • 

例如，闭区间 [ a ， 幻， a < b ， 是具有标准拓扑的 R 中的正则闭集，由于它的内部是 U ， 
W ， 而它内部的闭包是原集合1>， 6]. 在图 2.14 中左边出现的集合，是在标准拓扑中平面的正 
则闭子集，而在右边出现的集合则不是. 

平面的正则闭子集没有粘贴的胡须，所有的边界 
点具有任意接近于内部的点.（见练习 2.35.) 在为地 
理区域建模时，这一特征是一项基本的要求.对于正 
则闭集来说，以前我们曾限制在16个交值中仅有某几 
个是可能出现的.我们借助下列定理和推论，就使此 
点成为显而易见 的了： 

定理 2.18 设 A 与 B 是一个拓扑空间 X 的正则 图 2.14 在平面的闭集 ，一 些是 

闭集 • 若 3 A 门云关0，则 ARB 关 0. 正则闭集，另一些不是 

证明首先，我们证明 3 ACC 1 G 4). 由于 A 是闭集，于是 3 AC ： A . 此外，由正则闭集的 
定义， A - CKA ). 因此 3 ACICKA ). • _ 

再来证明，若则 An 合垆设 dAH 合关0,并设2是此交集的一个元素. 
由于 x € dACIClG 4), 于是每个包含 z 的开集交于而合是包含: c 的一个 开集； 因此，舍与人 
有 交集. 因此，这正是我们所要证明的. ■ 
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下列推论显然成立： 

推论 2. 19对于一个拓扑空间 X 的一对正则闭集 A 与 S 来说，交值 （1，0，1，0)，（0, 
0，1, 0), (1，0，0， 1), (0，0, 0，1)，（1，0，1， 1) 和 （0，0, 1， 1) 是不可能出现的. 

10个交值中的每一个都不能由推论 2. 19排除，这个结论可由平面上那些成对的正则闭集 
得出 • 其中一些如图 2. 13所示，其余可见练习 2.34. 

交值为我们提供了区分两个集合可能有交集的不同方式 • 但是它却不能区分许多不同的 
构形 • 然而存在这样的情况，交值允许我们对两个集合之间关系的本质作出特定的结论•例 
如，容易看出，若 = 0, 0, 0), 那么 A 与 B 是分 离集. 对 A 与 S 作某些直接的假 

定，我们将获得交值所允许的一个集族，对这两个集合的构形的本质，作出其他特定的结论 ■ 

定义 2.20 —个 可平面化的空间区域 是满足下列条件的， R 2 的一个非空真子集 C ; 

(1) 它是正则闭集. 

(2) C 的内部不能表示为两个非空开集的并* 

我们已经指出过正则闭集的重 要性. 在可平面化空间区域的定义中的第二个条件，与连通性有 
关.它是一个拓扑学的性质，是第6章的课题.这个条件要求 •• 此集合没有相互分离的内部，例如 
仅有彼此穿过边界可到达的 内部. （见图2, 15.) 

闭球和多边形是可平面化空间区域的例子.有 
关连通性的这些结论需要证明：这些集合满足成为 
可平面化空间区域的第二个条件.在第6章，我们将 
推导这些结论. 

在图 2. 15中，我们展示了不是可平面化空间区域的乎面子集的 例子. 集合 A 不是可平面 
化空间区域，这是由于它不是正则闭集.集合 B 不是可平面化空间区域，这是由于它的内部 
是两个非空分离开集的并. 

下列定理指出，如果我们自己仅限于考虑可平面化空间区域，借助交值，就能对所涉及 
的集合之间的关系作出特定的结论. 

定理 2.21 设 A 与 B 是可平面化空间区域，对于 
A 与 S 来说，只可能出现右列表中左栏中所列的 交值. 

此外，如果交值列入左栏中，那么 A 与 B 的关系列入相 
应 的右栏的栏目之中. 

此表最后4行的结果对于一个拓扑空间 X 的每 
对闭集 A 与 B 确实 成立. （见练习 2. 30.) 这个定理 
其余结论的证明，需要在第6章建立的有关连通性的 
结论.在 6.1 节的一组补充练习中，我们再重提这些 
结论. 

第5行的结果特别有趣.已知两个可平面化空间区域，如果我们知道它们的交值是（1， 
1，0, 0)，那么我们就可以得出结论，这两个集合必定是相等集. 

一个集合成为可平面化空间区域所需的两个性质，是定理 2. 21所要求的.如果我们不要求 
这两个性质，那么对于交值（1，1，0, 0), 可能找到不相等的集合 A 与 S . (见练习 2.31.) 

Open Geospatial Consortium 是由共同为 GIS 软件建立产业标准的人员所开发的一组软 


交值 

1 关系 

(1， 1, 1， 0) 

AdB 

(0， 1， 1, 0) 

^CZlnt(B) 

(1， 1， 0， 1) 

BCZA 

• 

(0, 1, 0, 1) 

Bdlnt(A) 

(1， 1， 0, 0) 

A^B 

(0, 0， 0， 0) 

Af\B^=0 

a , 0 , 0 , 0 ) 

Ans=aAnaB 

(0, 1，1, 1) 

Int(A)nintCB) 尹 0 ， 

a , 1 ， 1 ， 1 ) 

Ad 



图 2. 15不是可平面化空间区域的集合 
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件_他们已经对交值加以扩展，采用了一个以拓扑学为基础的函数，考虑如何对彼此有关的 
两个地理区域进行编码（见 [ Ryd ]). 我们并未指定“地理区域”的明确含义，但是它们是可 
平面化空间区域的一些例子 • 

由于地理区域是可平面化空间区域，定理2_ 21适用.因此 Open Geospatial Consortium 
软件已经釆纳了一种语言，来对各个地理区域之间的关系加以描述_与交值有关的描述性的 
表达式在下表中已 列出. 这些描述性的表达式覆盖了两个地理区域之间关系的所有可能性 
(由定理 2. 21可知），而且由于它们与特定的交值有关，因而是相互排斥的 ■ 


描述性表达式 

交值 

关系 

A 与 B 分离 

(0， 0， 0， 0) 

Af ] B ^0 

A 与 B 相切 

(1， 0, 0， 0) 

Af ] B = bAC]BB 

A 等于 B 

(1， 1, 0， 0) 

A^B 

A 在 B 内 

(1， 1, 1， 0) 或(0， 1, 1, 0) 

A(ZB 

A 包含 B 

(1， 1， 0, 1) 或(0， 1， 0, 1) 


A 与 B 重叠 

(1， 1， 1， 1) 或（0， 1， 1， 1) 

Int(A>nint(B>^0, A(X ： B, BQ^A 


请回忆前面已描述过的状况，其中， GIS —个用户提出一个请求，希望寻求部分或全部 
归属于一个州的风景区所有湿地的显示.作为对此请求的回应， GIS 会对包括一个湿地区域 A 
与一个州风景区内区域 B 在内的各对地理区域进行检验，并对所有这些对地理区域作出诸如 
A 与 B 相等、 A 包含 B 或 A 与 B 部分重叠的回答. 

2.4 节练习 

2. 29 设八= [ a 1? a 2 ] 及3=[匕，6 2 ]是 R 中的有界闭 区间. 对以下的每组交值确定哪种能，哪种不能导 

致 R 中的 A 与 B 的4种可能的交值.描述哪些交值能导致，并证明其余的交值不能导致. 

⑴（0，0, 0, 0)，（1，0, 0, 0)，（0，1，0, 0)，（1，0， 0) 

(2) (0, 0， 1， 0)， （1， 0， 1， 0)， （0， 1， 1， 0)， （1, 1， 1, 0) 

〈3) (0, 0, 0, 1)， （1， 0, 0， 1)， （0， 1， 0， 1)， （1， 1， 0， 1) 

⑷（0, 0， 1， 1)， （1， 0, 1， 1)， （0， 1， 1， 1)， （1， 1， 1， 1) 

2.30 设 A 与 B 是拓扑空间 X 的闭集. 

(1) 证明： 如果 = 0, 0, 0), 那么八门召=0; 

(2) 证明：如果 Ja，b = (1 ，0，0， 0) ，那么 

(3) 证明： 如果 r A , B = a ， 1，1， 1) 或（0，1，1，1)，那么 

Int ( A ) nint ( B )^0, B < X ： A . 

2.31 本题要求 证明： 如果我们放弃对于确定 A 与 B 是可平面化空间区域的任一条件，那么 = 1， 

0， 0) 未必蕴涵 A = R 

(1) 举平面上闭集 A 与 B 的一个例子，使得 I A , S = (1， 1，0, 0) 且 A 关 

(2) 举平面上闭集 A 与 B 的一个例子，其中每个闭集以一个开球为它的内部，使得込』=(1，1，0, 0) 且 
A ^ B . (在第6章，我们将证明，在 R 2 中的一个开球是连通的，其含义是不能表示为两个分离非空开 
子集的并，因此，一个以开球为备的内部的集合，满足成为可平面化空间区域的第二个条件 .） 

2.32 证明：如果 U 是一个开集，且 B ^ CIO ；)， 那么 B 是正则闭集. 

2. 33 证明： 闭矩形 [ a , 6] X [ c , d ~] 作为平面的一个子集，是正则闭集， 

2.34 举平面上一对闭集的例子，导致在图 2. 13中未描述的8种交值.只要有可能，就使用任一对正则闭集. 
2.35 (1) 举例说明 dA 未必等于 3( Im ( A )). 

(2) 证明： 对于正则闭集 A ， dA -3( Int ( A )).- 
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在本章，我们从已知的特定拓扑空间出发，考察构建新的拓扑空间的某些方法.在 3.1 
节，我们说明一个拓扑空间的一个子集如何从空间本身传承一种 拓扑. 在 3. 2节，我们说明 
在一个新的拓扑空间如何通过取一些拓扑空间的乘积结果，即积空间，从而把它们组合起来 • 
在 3. 3节和 3. 4节中，我们说明如何把一个拓扑空间的几部分粘合在一起，从而得到被称为 
商空间的一种新空间 • 最后在 3. 5节，我们引入构形空间和相空间，并考察一些例子，看一 
看它们在物理科学中是如何出现的 • 

在整个这一章，我们引入许多新的拓扑 空间. 就所涉及的拓扑来说，如果对所描述的空 
间不能加以区分，就继续使用“拓扑等价”的 说法. 在第4章，我们将正式用称为同胚的函 
数，来定义拓扑等价. 

3. 1子空间拓扑 

已知拓扑空间 X 的一个子集 Y ， 以下是根据 X 上的拓扑来定义 Y 上的拓扑的一种自然的 
方式. 

定义 3_1 设 X 是一个拓扑空间，而 Y 是 X 的一个 子集. 定义 7 V = { UHYlU 在 X 中是 
开集}，称为 Y 上的 子空间拓扑， 而对于此拓扑，称 y 为 X 的一个 子空间 • 如果 V 是 Y 上子 
空间拓扑的一个开集，我们就称 VCIY 在 F 中是开的. 

于是，在 y 上子空间拓扑中的一个集合是开的，如果它是 X 中一个开集与 Y 的交集. 

当然，我们需要确认此子空间拓扑确实是一个 拓扑： 

(1) 苜先，我们注意到0与 Y 在 Y 中都是开集，这是由于 0 = 

(2) 其次，我们证明，在 Y 中有限多个开集的交，在 Y 中仍是开集.设在 ，…， 
是 开集. 那么对于每个纟，在 X 中存在开集 U ,.， 使得•而 

w n … nv n = (u, n y) n … n 肌 n y ) =取 n … n n y 

由于 arv - nR 在 x 中是开集，于是 wn … hr 在与 y 有交集的 x 中，也是一个开 
集，因而在 y 中是开集. 

(3) 最后，我们证明，在 Y 中任意多个开集的并，在 Y 中是开集.设 { VJ 是在 Y 中的 
开集的一个集族，那么对于每个 a ， 在 x 中存在一个开集 a ， 使得1=1^门1因此， 

u % = u (a n y) = (u R ) 门 y 

这样，口仏在叉中是开集，由此得出， UK 在与 Y 相交的 X 中是开集.因此 UV ； 在 Y 
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中是开集. 

例 3,1考虑1=[0, 1] 是具有标准拓扑的 R 中的一个子集.在 J 上的子空间拓扑中， 
在 J 中的开集在与 J 相交的 R 中是开集.例如，形如 （ a ， W 的集合，其中 0< a <6< l ， 在 J 上 
的子空间拓扑中是开集（同样，在 R 中也是开集) • 而由于 0< a < l ， 集合[0， a ) 与 U ，1] 
在 J 上的子空间拓扑中仍然是开集，即使它们在 R 中不是 开集. （见图 3.1.) 

例 3.2 考虑从 R 上标准拓扑传承而来的整数集合 Z 的子空间拓扑 C 见图 3.2.). 由于在 
R 中的开区间在此标准拓扑中是开集，又由于每个整数包含于一个不包含其他整数的开区间 
之中，所以包含每个整数的单点集，在 Z 上的子空间拓扑中是开集.这些集合的任意并是开 
集. 因此， Z 的每个子集在 Z 中是开集，而 Z 上的子空间拓扑是离散拓扑. 



图 3.1 在/=[0, 1] 上的子空间拓扑 图 3.2 从 R 传承而来的整数集 Z 的拓扑 

在前两个例子中，我们可以把从 R 上标准拓扑传承而来的子空间拓扑，看作是在对应集 

合上的标准拓扑.更一般地，我们有下列 定义： 

定义 3.2 设 Y 是 R ” 的一个子集. Y 上 的标准拓扑， 是由具有标准拓扑的 R ” 的一个子空 

间传承而来的拓扑. 

于是，圆、球以及更一般的 n 维球面作为欧氏空间的子空间，全都具有一种标准拓扑. 
这个结论对于圆盘、 n 维球、开圆盘及开 n 维球同样成立. 

例 3.3 设 1， 0) U (0， 1] CR . 在 Y 上的标准拓扑中，[ — 1， 0) 与 （0， 1] 都 

是开集.因此，它们的补集分别为（0, 1] 与[—1，0)，在 Y 上的标准拓扑中是闭集.于 
是，在 Y 上的标准拓扑中，集合[一 1， 0) 与 （0, 1] 既开又 闭* 

在定义 3.1 中，我们定义了 “在 Y 中是开的”，下面讨论在一个子空间拓扑中的闭集- 
定义 3.3 设 X 是一个拓扑空间，并设 YCX 有子空间拓扑.我们说集合 CCY ■在 Y 中是 
闭的， 如果 C 在 Y 上的子空间拓扑中是闭的. 

C 在 Y 中是闭的，这究竟意味着什么呢？ 一如既往，闭意味着它的补集是开集，因此如 
果 C 在 Y 中是开的，那么集合 CCIY 在 Y 中是闭的.在另一方面，下列定理指出，我们通 
过取 X 中闭集与 Y 的交集，就可以得到 Y 中的闭集. 

定理 3.4 设 X 是一个拓扑空间，并设 Y 匚 X 有子空间 拓#. 那么，当且仅当对于 X 中 
的某个闭集 D ， CCIY 在 Y 中是 闭的. 

证明 见练习 3. 3. ■ 

我们将发现，用原空间的一组基，能产生此拓扑空间的一个子集上子空间拓扑的一组基， 
这是很有用的结论. 

定理 3.5 设 X 是一个拓扑空间， ® 是 X 上拓扑的一组基.如果 YCIX ， 那么集族 
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(By = {B f]Y\B e «} 

是 Y 上此于空间拓扑的一组基. 

证明首先， 注 意到® y 是 Y 上此子空间拓扑中的一个开集族 • 我们用定理 1*13 来证明 
是此子空间拓扑的一 组基. 假定 W 是 Y 上此子空间拓扑中的一个开集. 设任一 yeW •那 
么 W = UT | y , 其中 t / 在 X 中是 开的. 在 ® 中存在一个基元素 B , 使得: yesciu . (见 
图 3.3.) 于是， yeBnyauny ^ w . 由于由定理 1 . 13 可得是乂上此子空 
间拓扑中的一组基. ■ 

例 3.4 考虑包含于具有标准拓扑的 R 2 中的圆周 S 1 . 由于开球构成 R 2 上标准拓扑的一 
组基，它们与 S 1 的交构成 S 1 上标准拓扑的一组基.所得到的基元素是此圆周的开区间，由 
此圆周中两个角度之间的所有点构成.（见图 3.4.) 



图 3. 3子空间拓扑的传承基元素 图 3.4 S 1 的基元素是此圆周的开区间 


重要注记 当把“此圆周”作为一个拓扑空间时,我们是指 S 1 具有标准拓扑.当我们称 
“一个圆周”时，是指与此圆周等价的一个 空间. 这在“此圆盘”替代“一个圆盘”、“此球 
面”替代 ‘‘一 个球面”时，同样 成立. 

例 3. 5在 R 3 中，设 C 是在 xz 平面上以点（2, 0, 0) 为圆心以1为半径的 圆周. 考虑 

当 C 绕 z 轴旋转扫过而成的 R 3 的子空间.（见图 3 . 5 _)所形成的空间称为 环面， 记为 T. 

例 3. 6 若 S 是 R 3 中的一个曲面，那么由 R 3 中的开球与 S 取交集所得的 S 中的开补丁 
的集族（见图3.6)，是 S 上标准拓扑的一组基. 




图 3. 6在曲面上的开补丁是标准拓扑的基元素 


3. 1节练习 

3.1 设乂={(1 ， 0)6 R z | xeR }, 即平面上的轴.描述此拓扑 X 传承为具有标准拓扑的 R 2 的一个子 
空间. 

3*2 设¥ = [—1，1]有标准拓扑 • 下列集合中哪些是 Y •中的开集？哪些是 R 中的开集？ 
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3.3 证明定理 3.4: 设 X 是一个拓扑空间，并设 YCX 有子空间拓扑.那么，当且仅当对于 X 中的某个闭集 
D , 有 C = DflY ， CCY 在 Y 中是闭的. 

3.4 设 Y =(0, 5]. 下列 T 的子集在 Y 的标准拓扑中，哪些是开集？哪些是闭集？哪些既不开又不闭？ 

( a ) (0, 1) ⑹（0， 1] ( c ) {1} ( d ) (0， 5〕 ( e ) (1, 2) . 

(£) [1，2) ( g ) (1，2] ( h ) [1，2] ( i ) (4, 5] ( j ) [4, 5] 

3.5 设 Y =(0, 5] 有传承自具有下限拓扑的 R 的子空间拓扑.在 Y 的此拓扑中，在 Y ■的标准拓扑中，下列 

Y 的子集哪些是开集？哪些是闭集？哪些既不开又不闭？ 

U ) (0， 1) ( b ) (0， 1] ( c ) ⑴ < d ) (0, 5] ( e ) (1， 2) 

( f ) [1， 2) ( g ) (1， 2] ( h ) [1，2] ( i ) (4，5] ( j ) [4, 5] 

3.6 设 Y =(0, 4] U {5}. 在 Y 的标准拓扑中，下列 Y 的子集哪些是开集？哪些是闭集？哪些既不开又不闭？ 
( a ) (0， 1) ( b ) (0， 1] ( c ) ⑴ （ d ) (0， 4] ( e ) (1， 2) 

( f ) [1, 4) ( g ) (1，4] ( h ) [1，4] ( i ) ⑷ ( j ) {4, 5} 

3.7 设； T 是一个豪斯多夫空间，而 Y 是 X 的一个子集. 证明： F 上的子空间拓扑是豪斯多夫拓扑. 

3.8 设 X 是一个拓扑空间，而 YCTX 有子空间拓扑. 

(1) 若 A 是 Y 中的开集，而 Y 在 X 中是开的，证明 A 在 X 中是开集. 

(2) 若 A 是 y 中的闭集，而 Y 在 X 中是闭的，证明 A 在 X 中是闭集_ 

3.9 设 K 是拓扑空间 K. 

(1) 设士 eR | n € Z + p 证明： K 上的标准拓扑是离散拓扑. 

(2) K -= KU {0}. 证明： 上的标准拓扑不是离散拓扑. 

3.10 证明： 有理数的集合 Q 上的标准拓扑不是离散拓扑. 

3.11 设 A 是 X 的一个子空间，且 DCA . 我们分别称 lnt A Z ) 为在 A 上的子空间拓扑中 D 的内部， Int x D 为 
在 X 上的拓扑中 D 的内部.类似地，我们对闭包定义 C 1 A D 与 C 1 X D ， 对边界定义与如 D . 

(1) 探索 Int A D 与 AflInt x D 之间的关系.对于每个包含号 CT 与二>，证明包含关系成立，否则举出 
反例. 

(2) 探索 CUD 与 A HCUD 之间的关系.对于每个包含号 C 与证明包含关系成立，否则举出 
反例. 

(3) 探索之间的关系.对于每个包含号 CI 与]，证明包含关系成立，否则举出反例. 

3-2 积拓扑 

给定两个拓扑空间 X 与 Y ， 我们希望在积 XX Y 上生成一个天生的拓扑.首先可能倾向 
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于取形如 UXV 的集族 C ， 其中[/在 y 中是开集， V 在 Y 中是开集，把它作为 XXY 上的拓 
扑.但是 C 并不是一个拓扑，这是由于两个集合与1/ 2 乂¥ 2 的并对于某个 UCZX 和 
来说未必具有的形式（见图 3. 7). 然而，若我们以 C 作为一个基而不是作为整个 

拓扑，就可以继续进行下去 • 

定义 3.6 设 X 与 Y 是拓扑空间,而是它们的 
积. XXY 上的积拓扑，是由基 ®={ UXVMU 在 X 中是 
开集， V 在 Y 中是开集}生成的拓扑 • 

当然，我们必须验证®确实是积 XX Y 上一个拓扑的基. 

定理 3. 7 集族 ® 是 XXY 上一个拓扑 的基. 

证明每个点 （ x ，>) 在 XXY 中，而 

因此，作为基的第一个条件得以满足. 

再设 U ， j ) 在《的两个元素的交集之中.即（心 y ) e ( U 1 XV l )[ UU 2 XV 2 ), 其中 LA 和 
u 2 在久中是开集，％和％在 y 中是 开集. 设 V 3 = V , r ] V 2 . 那么1/ 3 在 X 中是开 
集， V 3 在 Y 中是开集，因而 [/ 3 XV 3 6®. 而 

U3xy 3 = (^ 1 n^2)X(y 1 nv2) = (U 1 xv 1 )n(t/2xy 2 ), 

因而 u , 于是作为基的第二个条件得以满足. 

因此，上一个拓扑 的基. ■ 

例 3.7 设叉={〜 h c } 与7={1， 2} 分别具有拓扑{0， [ b }， { c }， U ， 6}，{々， 
c }, X }与 {0, {1}, Y }. XXY 上积拓扑的一个基如图 3.8 所示.在 XXY 上积拓扑中的 
每个非空开集，是所示基元素的一个并集. 2 

重要注记正如我们在本节最初所指出的，在积拓扑中 
不仅开集的积是开集，而且那些集连同它们所有可能的并，1 
都是构成此积拓扑的开集， 

同开集一样，在此积拓扑中，闭集的积是闭集.（见练 
习 3. 19.) 尽管如此，但是在这里不考虑所有的闭集，因为图 3 . 8 上积拓 扑中的一个基 

在此积拓扑中存在一些闭集，它们不能表示为闭集的积.例如，在例 3.7 中，集合 U ， 2}， 
{ c ， 1}， { c ，2} 在此积拓扑中是一个闭集，但是它却不是闭集的积. 

在定义 3. 6中，我们用来定义积拓扑的基《比较大，由于我们是通过对 X 中的每个开集 
[/与 y 中每个开集 F 配对而得到的.此外，正如以下定理所指出的，通过利用在 X 和 Y 上拓 
扑的基，我们可以为这个积拓扑找到较小的基，而不是用整个拓扑本身. 

定理 3.8 若 C 是 X 的一个基，①是^的一个基.那么， 

e = { cxd\c e c 且 d e 

是 xxy 上积拓扑生成的一个基. 

证明任一集合 CXD 6 S 在此积拓扑中是一个 开集； 因此由定理1.13,足以证明对于在 
XXY 中的每个开集 W ， 及任一点（ X ，30 ew , 在6中存在一个集合 CXD ， 使得（ X ， y)G 
CXDCZW . 但是由于 W 在 XXY 中是开集，我们又知道在 X 中存在开集 U ， 在 Y 中存在开集 
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X 


图 3.7 集合 WXR 与(7 2 乂7 2 的 
并未必具有 LTXV 的形式 
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V ， 使得（ X ，因此， xeu, R yev. 由于 17 在 X 中是开集，因此存在一 
个基元素 CGC ， 使得 iGCCZU . 类似地，由于 V 在 Y 中是开集，所以存在一个基元素 De 
0, 使得: y6D 匚 V. 于是， U ， ： y)6CXDC=LrXVCW. 因此，由定理 1.13, S ={ CXD\C 
6(：且1>6幻}是 XXY 上积拓扑的一个基. ■ 

例 3.8 设1=[0, 1] 作为 R 的一个子空间有标准拓扑.积空间称为单位正方形. 
(见图 3.9.) 

重要注记当图示一个‘空间时,我们可以想象为是与第一个空间中每一个点对应的第 
二个空间的拷贝，反之亦然. 

例 3*9 设 S 1 是一个圆周，并设 1= [0 ， 1] 具有标准 拓扑. 于是 ^XJ 如图 3.10 所示. 
我们可以认为它是一个圆周，在此圆周上的每个点带有正交的区间.这样看来，它是具有圆 
周价值的一些区间.也可以把它认为是在每一点有与圆周正交的一个区间.因此它又是具有 
区间价值的一个圆周.这样所产生的拓扑空间称为圆环. 


0 

图 3. 9单位正方形 /XJ 图 3. 10 的图示 

积空间 9 X (0, 1) 是具有最里面和最外面可移动圆周的圆环.我们把它称为开圆环. 

例 3.10 考虑积空间 SiXS 1 ， 其中 S 1 是圆周.对于前一个 S 1 中的每一个点,有一个与 
后一个 S 1 对应的 圆周. （见图 3. 11.) 由于每个 S 1 都有由在此圆周中的开区间生成的拓扑， 
由定理 3.8 可得， ^ XS 1 具有由矩形开补丁所组成的一组基，如图 所示. 所产生的空间类似 
于例 3.5 中所介绍的 环面； 事实上，它们是拓扑等价的. 

例 3.11 设 D 作为平面的一个子空间是 圆盘. 积空间 SiXD 称为实 心环. （见图 3.12.) 
如果我们认为环面是一个油炸圈饼的表面的话，那么，此实心环就是整个油炸圈饼本身. 


基元素 


图 3. 11积空间 S 1 XS 1 是一个环面 图 3. 12积空间 S 1 XD 是实心环 

设 A 与 B 分别是一个拓扑空间 X 与 Y 的 子集. 在 AXB 上我们有两种方式设置拓扑•一 
方面，我们可以把 AXB 看作为积 XXY 的一个子 空间； 另—方面，我们可以把 AXB 看作为 
子空间的积， ACZX 且 BCIY . 以下定理指出由两种途径产生的是同一拓扑. 

定理 3.9 设 X 与 Y 是拓扑空间，舁设 A 匚 X 且 BCY * 那么， AXB 上的拓扑作为积 
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XXY 的一个子空间与 AXB 上积拓扑是一样的，其中 A 有传承自 X 的子空间拓扑， 而 B 有 
传承自 Y 的子空间拓扑. 

证明见练习 3. 15. ■ 

用来定义两个空间积的方法，可以推广到”个拓扑空间的积 IX …显然，集族 

® = { IXl X…X U „ | 对于任一 1 ， U t 在 X ;中是开集} 

是… XX „ 上一个拓扑 的基. 此时，我们对于定理 3. 8可作一个类比.特别，如果对于每 
个 卜 1 ， … ， n ， 艮是 X, 的一组基，那么集 乂…父氏丨 对于£ = 1 ， … ， n ， B,e 
< Bi ) 是 X ! X …的一组基. 

已知拓扑空间 X ， Y 和 Z ， 空间 （ xxy ) xz 是空间 (XXY) 与 Z 的积，空间 XXCYX 
Z ) 是空间 X 与 （ YXZ ) 的积，而空间 XXYXZ 是3个空间 X ， Y 与 Z 的积，这在前面已叙 
述过.这3个空间当然是拓扑等价的（见练习 4. 34). 因此，我们不必对这些空间加以区分， 
因而总是用最后的、不加括号的那种表示法来记多重空间的积. 

在1_2节，我们把 IT 上的标准拓扑定义为由汙球的基所生成的拓扑，而此开球本身由上的 
欧氏距离公式来定义.我们在 1.2 节曾指出过，同一拓扑可通过由 R 中的开区间所组成的基产生. 
于是得到， R n 上的标准拓扑，与通过由具有标准拓扑的1^的《个拷贝的积所产生的积拓扑相同. 

例 3. 12 72维环面: r 是由圆周 S 1 的《个拷贝的积所得到的拓扑空间. 

以下的定理十分明确地指出，子集积的内部是此子集内部的积. 

定理 3.10 设 A 与 B 分别是拓扑空间 X 与 Y 的子集.那么， Int(A X B ) - Int ( A ) X Int ( E ). 

请注意，在此定理的陈述中， IntO 是对以下3个分离的拓扑空间取 内部： Int ( AXB ) 
是在的 内部； Int ( A ) 是在 X 的 内部； Int ( B ) 是在 Y 的内部. 

证明由于 Int ( A ) 是包含于 A 的一个开集， IntCB ) 是包含于 J 3 的一个开集，于是得到 
Int ( A ) XInt ( E ) 是在积拓扑中的一个开集，而且包含于 AXB . 因此 Int ( A ) XInt ( B ) CInt ( AXB ). 

再设 U ， y )6 Int ( AX _ B ). 下面证明（: r ，^) eint ( A ) XInt ( B ). 由于 （ x ，^) eint ( AXB ), 
于是 U ， j ) 包含于 AXB 之中的一个开集内，因而包含于 AXB 之中的一个基元素内.所以，存 
在分别在 X 与 Y 之中为开集的 L 7 与 V ，使得 （ x ， y ) eUXVCAXB . 这样，： c 是包含于 A 之中的 
一 个开集 L 7 的 元素； > 是包含于 B 之中的一个开集 V 的元素.由此得出: ceint ( A ) 且 
因此， （ x ，>> eint ( A ) XInt ( B ). 所以， Int ( A ) Xlnt ( B ) 匚 Int ( AXB ). 

由于我们已逢同时得到 Int ( A ) XInt ( B ) 匚 Int ( AXB ) 与 Int ( AX _ B ) CInt ( A ) Xlnt ( B ) ，因 
此定理得证. ■ 

对于集合积的闭包与边界，存在与定理3, 10相平行的结果，这在练习 3. 20与 3. 22中再 
加以考虑. 

3. 2节练习 

3. 12 R 2 上的有限补拓扑与由积1^乂1^所产生的 R 2 上的积拓扑相 同吗？ 其中 R / e 是具有有限补拓扑的 R . 
并验证你的答案. 

3.13 是以原点为特殊点的 R 2 上的特殊点拓扑.（见练习 1.7.) X 与由 R 与自身的积所产生 
拓扑相同吗？其中每个 R 有特殊点拓扑 PPRo . 



58 


第 3 章 


3.14 证明： 在 1.4 节所引进的数字平面，是由数字轴的两个拷贝的积所产生的拓扑空间. 

3.15 证明定理 3.9: 设 X 与 Y 是拓扑空间，并设 ACIX 且 BCIY . 那么，上的拓扑作为积 X X Y 的一 
个子空间与 axjb 上的积拓扑是一样的，其中 a 有传承自 x 的子空间拓扑， b 有传承自 y ■的子空间 
拓扑 • 

3. 16 设 S 2 是球面， D 是圆盘，丁是环面, S 1 是圆周，而[0, 1] 有标准拓扑.画出积空间 S 2 XJ ， 
TXI, sx/xr 和 S】XD 的图示. 

3.17 若 L 是平面上的一条直线，描述传承自艮 XRS^XR: 的子空间拓扑，其中艮是在下限拓扑中的实 
轴.注意此结果依赖于此直线的斜率.在所有情况下，它都是一种常见的拓扑. 

3.18 证明： 若 x 与 y 是豪斯多夫空间，那么积空间 xxy 也是豪斯多夫空间. 

3. 19 证明：若 A 在 X 中是闭集， B 在 1 T 中是闭集，那么 AXjB 在 XXY 中是闭集. 

3. 20证明：若 A 匚 X 且 B 匚 Y , 那么 C 1( AXB ) = C 1( A ) XC 1 CB ). 

3. 21 考虑图 3. 13所示的集合 A , J 3 与 C . A 是平面上的圆盘， S 是集合[—1， 1) X ( — 1，1)，而 

C = {(» r ，： y )| — l<x + ： y<l 且一 l<x —： y < l } 

确定在此平面上由 RXR 、 R / XR 及队 X 氏给定的每个集合究竟是全为开集、全为闭集、全不为开集 
或全不为闭集，其中队是在下限拓扑中的实轴？ 



a ) b ) c ) 

图 3. 13 


3.22 设 A 匚 X 且 J 3 匚乙 

a) 举例说明 ao 4 XB )= a ( A ) xa ( B )， 

(2) 推导和证明用 3( A ), 3( B ), A 和 B 表示 3( AXB ) 的关系式. 

3.3 商拓扑 

商拓扑的概念使我们能从已经引入的拓扑空间出发，构建一类附加的拓扑空间.为了简 
单起见，我们创建一个拓扑模型，这个模型模仿把一个或多个对象的几个部分紧紧地粘在一 
起的 过程. 最著名的一个例子是环面，它是通过将一张正方形的纸的相对的两边粘合在一起 
得到的.（见图 3. 14_) 



a 3. H 把一个正方形相对的两边粘合在一起得到环面 
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商拓扑的定义 如下： 

定义 3.11 设 X 是一个拓扑空间，而 A 是一个集合（它不必是久的一个子集）•设 
p x X — A 是一个满射 • 当且仅当 P — HU ) 是 X 中的开集，定义 A 的一个子集 L 7 为 A 中的开 
集_这样产生的 A 中的开集族，称为 由夕生成的商拓扑， 而函数夕称为商 映射. 拓扑空间 A 
称为商 空间. 

拓扑的这一定义未必能使我们明了，如何才能把一个正方形相对的两边粘合在一起而得 
到环面，但是在例 3. 20中我们将详细了解得到环面的步骤.首先，我们验证此商拓扑是一个 
拓扑. 

定理 3.12 设 X — A 是一个商映射.由户生成的 A 上的商拓扑是一个拓扑. 

证明 我们验证作为一个拓扑要满足的3个 条件： 

(1) 集合在 X 中是开集.集合中是开集.所以0和 A 在 
商拓扑中是开集. 

(2) 设在集族中的每一个集合在 A 上的商拓扑中是开集 • 那么 

它是 X 中集的并，因而在 X 中是 开集. 于是， U ( t / p 在此商拓扑中是开集 • 由此 
得出，在此商拓扑中的任意并是此商拓扑中的一个开集. 

o ) 设集合 1/七=1， …， n ) 在 a 上的商拓扑中是开集.那么，厂 
是 x 中开集的有限交，因而在 x 中是开集.因此， na 在此商拓扑中是开集，于是在此商拓 
扑中的有 限交， 是此商拓扑中的一个开集. 

所以，商拓扑是 A 上的一个 拓扑. ■ 

例 3.13 已知标准拓扑 R ， 且由 

a 若 x 〈 0， 

pkx、 = 若工 = 0 ， 

c 若 x 〉> 0 

定义 p : R -^{ a , b , c }. 

所得到的在 U ， h c } 上的商拓扑如图 3.15 所示.子集 { a }, { c }, { a , c } 全都是开 
集，因为它们的原象在尺中是开集.但是， {6} 不是开集，由于它在 R 中不是开集. 

例 3.14 设 R 有一个标准拓扑，定 义户： R ^ Z . 当 x 是整数时， 多 当： rGU — 1， 
n +1), 而 n 是奇整数时， pU ) = n . (见图 3.16.) 所以/>是整数本身，而夕是把非整数映射 
到与它最接近的奇整数. 




ia) (b) p" x (c) 



R 




■2 






0 




1 




2 


Z 


图 3. 15 由函数 f 引人的 { a ， 6, 上的商拓扑 


图 3. 16 函 数力： R—Z 


在所得到的 z 上的商拓扑中，如果 n 是奇整数，由于户- 1({ W }) = („— 1， n + D ， 贝 IJ {„} 
是开集；如果《是偶整数，由于在 R 中不是开集，则 {〃} 不是开集.在此商拓扑 
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中，包含一个偶整数的最小开集是集合 U — 1，”，«+1). 

于是，在 Z 上由引人的商拓扑，是练习1_ 10中介绍过的数字轴拓扑.此商映射展示了 
从此数字轴通向它的一个离散模型的自然途径，这是数字图像处理的一个至关重要的理念 
(见 1.4 节和 11. 3节).此数字轴被分成几个开片断，当《是奇数时，是区间 （w — 1， n +1)； 
当 n 是偶数时，是这些片断间的边界，即点 n . 于是在此商空间中，对于奇数 n ， 这些片断成 
为单点开集 Uh 对于偶数〃，这些 片断尚 的边界成为单点闭集 N }- 

设 X 是一个拓扑空间.我们对定义在 X 的分拆上的商空间非常感兴趣.特别是，设 X # 
是 X 的其并为; f 本身的互相分离的一个子集族，并设 h X — X * 是满射，它把 X 中的每个点 
映射到对应的包含它的 X 〃的元素.那么 > 诱导出； T 上的一个商空间.我们认为，从 X 上的 
拓扑通向: ST 上一个商拓扑的过程，是在此分拆中取每个子集 S ， 并把 S 中的所有点相互视为 


同一，从而把 S 分解为此商空间中的单点.（见图 3.17.) ；^中的点集 U ， 在； T 上的商拓扑 


中是开集，正如对应于 U 中的点， X 子集的并是 X 中的一个开集一样. 


X 


X* 




A 


—— ^ 

B C 


* 


D 


E 


A 


B C D E 


图 3. 17在此分拆中把每个集合分解为此商空间中的一个点 


例 3.15 在图 3.18 中，我们说明定义在一个分拆上的商 空间. 设又=心，〜 c ， d ， 4 
具有拓扑 

{0 9 {a) Aa 9 b) y {a 9 b 9 c) j {a fhfCfd} 9 X) ^ 

而 A 二 U ，6}， d , e} v 设 X * 是由 X ，={ A ， 定义的 X 的一个分拆.注意 X * 是 
一个两点集.由于 M 在 X 中是开集，而 < c ， d ， d 不是，因此，在 X * 上的商拓扑中 
的开集只有0， { A } 及 X * 本身. 

例 3.16 设又=[0，1]，考虑由单点集 { x }， 其中 0< x < l ， 以及两点集 D ={0，1} 所 
组成的分拆 X *. (见图 3.19.) 那么，在 X * 上的商拓扑中，我们认为 D 是一个单点，正如我 
们把[0， 1] 的端点粘合在一起一样. 

X * 的一个不包含 D 的予集，是单点的一个子集族，而它在 X * 中是开集，正如那些单点 
集的并，是（0, 1) 的一个开子集一样. 

: T 的包含 D 的一个子集，当组成此子集的所有集合的并是[0, 1] 的一个开子集时， 

的上述这个子集在 X •中是开集.这一个开子集，必定包含0与1，因而必定包含区间[0, a ) 
与（6, 1]，它们在[0, 1] 上的子空间拓扑中是开集.所产生空间拓扑等价于圆周 S 1 . 




图 3.18 空间 X 与由分拆 ； r ={ A ， 

所确定的商空间 


图 3. 19把点0与1粘合在一起形成 

[0, 1] 上的商拓扑 
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例 3.17 在上例中，我们把一个区间的端点粘合在一起得到一个单点.这是更一般的形 
成所谓拓扑图的构造的一个例子 • 仔细说来，一个 拓扑图 G ， 是一个由 G 的称 为顶点 的有限 
集与 R 中相互分离的有界闭区间的一个有限集组合在一起，并以某种方式把这些区间的端点 
粘合在一起，从而构成的商空间（见图 3.20). 被粘合的区间，称为 G 的边. 

在第 13 章，我们将进一步考察拓扑图和它们在图论中的 作用. 

例 3.18 在例 3.16 中，我们通过把在实轴上一个区间的端点视为同一点而得到一个圆 
周.在这里，我们用一个与以数字轴来产生称为数字圆的过程相类似的方式来加以描述. 

特别地， 数字区间是 Z 的具有传承自数字轴拓扑的子空间拓扑的一个子集彳 m +1， …， n }_ 
设忍是形如 U ， 2，…， n ~ l , n } 的数字区间.如果是一个奇数，那么通过把中的 
端点1与2视为同一而形成的拓扑空间 C ” 一” 称为数 字圆. 在图 3.21 中，我们图示了 J 7 与 
C 6 以及各自的基.由定义 ，一 个数字圆包含一个为偶数的点. 



图 3.20 通过把一些区间的端点粘合在 图 3.21 数字圆 C 6 是数字区间 J 7 的商空间 

一起而形成的一个拓扑图 


在练习 3.31 中，我们考察一个在我们选用一个一般的数字区间 { m ， m +1， …， 《}，并 

i* 

把它的端点视为同一点而得到的拓扑空间.而数字圆仅当 m 与 tz 都是奇数时才出现. 

例 3.19 现在我们考察定义在 ZXJ 上的两个不同的商空间.在第一种情况下，我们用选 
取下列形式的子集来定义一个 分拆： 

(1) A x , y = { ( x , y ) }, 对于： c ， y ， 使得 0< x<l 且 

(2) 艮={(0, y ), (1， y )}， 对于每个 j ， 使得 

在此商拓扑中，如图 3.22 所示，使正方形的左边与右边相粘合.结果是与圆环拓扑等 
价的一个空间. 



图 3. 22 _把一个正方形的左边与右边相粘合形成圆环 

* 

在第二种情况下，我们用选取下列形式的子集来定义一个 分拆： . 

(1) A x , y —{(xj y ) } ,对于： r ， y ， 使得 0< Cx〈l 且 

(2) ={(0,汐），（1，1—/}， 对于每个 >，使得 

此时和使正方形的左边与右边也相 粘合. 但是正如我们在图 3.22 中所见到的，为了实现 
粘合，我们需要拧半圈使得相对的两边确实搭在 一起. 所得到的结果就是著名的默比乌 斯带. 





ms . 23 让一 个正方 形的左与右边相粘合就得到默比乌斯带 


在与例 3. 19相类似的场合，我们通过在一对边中每一边都标注指向箭头所进行的上述粘 
合，意味着相粘合的点视为同一点.于是，我们以一对一的方式来使两边的点匹配，使得所 
粘合的边的方向一致. _ 

例120用选取下列形式的子集来定义在 JXJ 上的一个 分拆： 

(1) = 30}，对于 X ，使得 0< X <1 且 

(2) B y = {( 0 , y ), (1, y )}， 对于每个使得 0< y < l . 

(3) a = 0), ( x , 1)}, 对于每个: r ， 使得 0< x < l . 

(4) D ={(0， 0)，（0，1)， （1, 0)， （1, 1)}. 

在此商拓扑中， （2) 中的两点子集使得此正方形的左边与右边相粘合；而 （3) 中的两点 
子集使得此正方形的顶边与底边相粘合.（见图 3.24.) 此外， （4) 中的4点子集使得此正方 
形的4个角点与单个的点相粘合.因而我们所得到的拓扑空间是选取一个正方形并把它相对 
的边粘合起来的 结果. 正如以前在图 3.14 所示的那样，这样产生的结果是环面. 

在图 3.24 中，此正方形的4个角点视为同一点，虽 
然我们没有详细表示出来.请注意，把标上1的边，与标 
上2的边相粘合，把上述全部4个角点相互视为同一点. 

环面的上述表示法的优点是，我们可以认为，这 
与在3维空间中的环面周围运动未曾留下保持粘合痕 

迹的平坦的2维表达式相像.我们每次到达此正方形 
顶边上的一个点时，就被送往底边上的对应点•这个 图 3 . 24 对正方形作分拆得到环面 

过程允许我们能在比原先所在的环境要少一维的场所来观察一个空间.我们在第14章将发 
现，当对高维空间实现可视化时，以这种方式来观察一个空间特别有用. 

把正方形的一对对边视为同一的想法，出现在某些计算机游戏中.如果我们在屏幕周围 
移动并离开屏幕的左边，就会在右边的同一高度再次出现.如果我们在屏幕的上边，那么就 
会在底边再次出现.因此，在事实上这些游戏确实是在环面上进行. 

在下一节，我们将考察更多的例子，它们是通过把在多边形各边上的点视为同一点而得 
到的.我们还将考察一些3维的例子，它们是通过粘合一个立方体的各个面而得到的. 

3. 3 节练习 

3. 23 如果 R 有标准拓扑，由 

工= 2, 

0<x<2, 

— 1<工<0， 

工< —1 
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定义 

pi by c , dj e ). 

(1) 列出在 { a ， 6， c ， d ， d 上商拓扑中的开集 • 

(2) 假定 R 有下限拓扑.在 { a，h c ， d ，4 上所得到的商拓扑中的开集是什么？ 

3. 24 设 X=R 有标准 拓扑. 取分拆 

X* ={-, (- 1 , 0 ], ( 0 ； 1 ], ( 1 , 2 ], … 

请描述所得到 X * 上的商拓扑中的 开集. 

3. 25 通过取从原点出发的每条光线作为分拆的一个元素，试定义叉=议 2 — {0} 的分拆.（见图 3.25.) 请 
问，我们在前面已遇到的哪个拓扑空间看起来与由此分拆所产生的商空间拓扑等价？ 

3.26 请用图 3. 26所示的环面正方形模型，来为在此环面的表面上进行的“连城”游戏（圈叉游戏）设计一 
个规则.请问，怎样的新的同一行的 3 个数是此游戏所允许的，而在标准游戏中却是不允许的？ 



图 3.25 X - R 2 -{0} 的分拆 图 3.26 在环面上的“连城”游戏 

3. 27 举例子说明一个豪斯多夫空间的商空间未必是豪斯多夫空间. 

3.28 若 x — jGZ ， 考虑在 R 上由 z 〜 y 定义的等价关系.请描述以此等价关系对 R 进行分拆而形成的商空间. 
3. 29 若巧+心二則+辦，考虑在 R 2 上由（心， x 2 ) 〜 （ Wl , 切 2 )定义的等价 关系. 请描述以此等价关系对 
R 2 分拆而形成的商空间. 

3. 30 若 x ? ，考虑在 R 2 上由 （ a ， x 2 ) 〜（叫， ie ; 2 ) 定义的等价关系.请描述以此等价关系对 
R 2 分拆而形成的商空间. 

3.31 考虑 m ， rz 或奇或偶的四种情况.并描述由把一般的数字区间{772, m + 1，•• •，幻的端点 m 与72视为 
同一点而得到的拓扑空间. 

3.32 (1) 证明： 数字轴可以作为来自 R 在标准拓扑中一个分拆而成的商空间得到. 

(2) 证明： 在 1.4 节中使引人的数字平面，可以作为来自 R 2 在标准拓扑中一个分拆而成的商空间得到. 

3- 33 在以下各种情况下，对所得到的商空间加以描述并画出图来.假定那些点仅与它们自身被视为同一 
点，除非明确地说与另一些点被视为同一点. 

(1) 带边界点的圆盘相互被视为同一点，形成一个单点. 

% 

(2) 具有每对对心点的圆周 S 1 相互被视为同一点. 

(3) 作为 R 的一个子空间，区间 [0, 4] 具有被视为同一点的整数点. 

(4) 作为 R 的一个子空间，区间 [0, 9] 具有相互被视为同一点的偶整数而构成一 个点； 具有相互被 

视为同一点的奇整数而构成一个不同的点. - 

(5) 带[ — 1， 1] 的实轴收缩到一个点. 

(6) 带[一2， 一 1] U [1，2] 的实轴收缩到一个点. 
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(7) 带 （ —1,1) 的实•轴收缩到一个点. 

(8) 带圆周 S 1 的平面 R 2 收缩到一个点. 

(9) 带圆周 S 1 的平面 R 2 及原点的实轴收缩到一个点 • 

(10) 带北极和南极的球面相互被视为同一点. 

(11) 带赤道的球面收缩到一个点. 

3. 34 一个光学字符识别程序设法从它的一个计算机图像来识别一个字符（例如字母表的一个字母）.每个 
字母形状的拓扑性质，有助于进行这种识别.请为字母表的每个字母创建拓扑图形表示，并在每种情 
况下使用边数尽可能少的拓扑图. 

3.4 有关商空间的更多例子 

我们已经用描述如何通过粘合一个正方形的相对边获得一个圆环面结束了上一节的讨论. 
本节将考察另一些通过把一些熟悉的几何图形的各部分粘合起来的方法所获得的商空间.拓 
扑空间的所有这些例子，称为流形.在第 14 章，我们将对流形，以及在本节引入的其他一些 
概念详细加以研究. 

例 3.21 把正方形的对边视为同一，并把它的左边与右边像例 3.20 那样粘合起来，但是 
现在由于顶边与底边粘合在一起，使得顶边的左端与底边的右端，以及顶边的右端与底边的 
左端也粘合在了一起 • 换句话说，顶边在与底边粘合之前已经翻过筋斗（见图 3.27). 这样形 
成的拓扑空闾，称 为克莱因瓶， 它因数学家 F . 克莱因而得名. 



图 3 .2?把一个正方形的各边粘合起来获得克莱因瓶的一种表示法 

在图 3.27 中，我们说明了如何把克莱因瓶粘合在一起的方法.首先把此正方形的左边与 
右边粘合成一个圆柱面.然后，当我们打算把圆柱面顶端的圆周与底部的圆周，通过像形成 
环面一样的方法来弯曲此圆柱面时，发现这两个圆周的箭头就不匹配了.在3维空间中使箭 
头成功匹配的唯一方法，是允许此圆柱面穿过自身，就像取代固态橡皮肢布的肥皂泡的膜一 
样，于是就可以成功地把这两个圆周粘合在一起，使得箭头匹配了.但是，真正的克莱因瓶 
当然没有与它自身相交的一个圆周，而这个物体却有自相交的 圆周. 事实上，在3维空间中 
真正的克莱因瓶并不 存在. 在4维空间，它能不经自身相交而作出来（见11 章）. 在3维空间 
中，上述这种自相交的表示法，是我们所能达到的最佳水平了. 

例 3.22 以下我们考虑另外两种由商空间得到的曲面，一个是我们熟悉的，另一个是我 
们不熟悉的，而且有些非同寻常 • 这两种情况都选取圆盘，并把它的边界分成两个粘合在一 
起的半圆周.（见图 3.28 与图 3.29*) 

首先考虑如图 3.28 所示那样粘合而成的商 空间. 此时，我们最感兴趣的是换成一个（袋 
口有系绳的）钱包，以获得一个与此球面拓扑等价的一个曲面. 
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图 3. 28牯合一个圆盘的边界得到一个球面 


再考虑如图 3.29 所示那样粘合而得到的商空间_所得到的拓扑空间称为射影 平面， 记为 
P . 正如克莱因瓶的例子一样，'在3维空间不能作出此射影平面，对于此射影平面的可视化， 
在3维空间我们至多能做到的，是创建它的一个允许自相交的表达式. 



图 3.29 把一个圆盘的边界相粘合以获得此射影平面的一个表达式 


我们以图示的 P 的作法开始，把标记为 f 的那些点粘合在一起.所得到的结果是沿着它 
的边缘捏出来的一个杯子.现在有两个圆周需要粘合，但是令人遗憾的是，当我们使这两个 
圆周面对面时，却发现它们上面的箭头完全不匹配，因而不能直接把它们粘合.然而，我们 
能把左半圆周的背面与右半圆周的正面粘合起来，正如按图示的从第二个到最后一个步骤所 
进行的那样，而剩余的每个圆周的另一半不粘合.为了完成粘合，需要推移曲面的一部分穿 
过它自身.在图示的最后一个步骤，把余下的半圆周粘合在一起，按我们的描述为，似乎就 
像是沿着同一条竖直线段发生的一样，另两个半圆周在那里粘合在一起.然而真正发生的却 
是，此曲面沿着那条线段穿过它自身推移，使得这些粘合是分隔开的. 

例 3.23 考虑把球面上的对心点（每对点: r 与 一 I )视为同一点所得到的拓扑空间，我们 
证明，所得到的结果与射影平面是拓扑等价的. 

由于赤道巳在图3,30中表示出来，请注意以下 两点： 

(1) 在开北半球.上的每点与开南半球上的对心点视为同一点. 

(2) 在赤道上的每点与它在赤道上的对心点视为同一点. 



图 3. 30把球面上的对心点视为同一点形成一个射影平面 


我们可以使开北半球移动，让它旋转，并让它上下颠倒，那么就能如图所示，在开北半 
球上直接进行粘合.因此留下的是一个杯子，它的边缘按图 3.30 中的箭头粘合在一起.这等 
价于有带半圆周边界的一个圆盘，如图 3.29 所示粘合在一起.所以，所得到的空间拓扑等价 
于此射影平面，这正是我们所要证明的. 

给定两个曲面&， S 2 , 有一种自然的方式把它们连接得到一个新的曲面.下面对它加以 
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描述，但到第 14 章再给出它的 定义. 从 S ” S 2 出发，移动一个圆盘的内部，留下一个围绕 
一个圆周 的洞. 再用商映射把这两个围绕的圆周粘合 起来. （见图 3,31.) 所得到的结果称为 


&与&的连通和，并记为 




图3、31两个曲面的连通和 

例 3.24 在图 3.32 中，我们表示了曲面： T # T ， 即对两个环面的连通和. 



图 3. 32两个环面的连通和 


借助称为 切割和 粘接的过程，我们可以把： T # 了表达为如图 3.33 所示的，把各边粘合在一 
起而形成的一个多边形.我们从两种形式的圆环面开始，先按图 3.33 a 所示，把它表示为各边粘 
合在一起而形成的正方形；然后按图 3.33 b 所示，从每个正方形中挖去一个圆盘的内部；我们选 
择那些圆盘，使得每个圆盘的圆周边界，与对应正方形上顶边上以及右边上的顶点相连接.这是 
为了方便起见.最后，打开这些圆周，并按图 3.33 c 所示把此正方形伸展成5边形.对于所形成 
的每条新边，一旦我们在这些边上完成了所有的粘合，就仍然把两个端点相互视为同一点，因此 
在事实上，这些边中的每一条在每个曲面中保留一个 圆眉. 接下来把这两条新边粘合在一起.这 
等价于取两个环面的连通和，由于我们把两个（其内部已经挖去的）圆盘的边界粘合在一起.因 
此，在图 3.33 d 中已经把: T #： T 表示为把各对边粘合在一起而形成的一个8边形了. 



图 3. 33把一个8边形各对边粘合在一起而得到的两个环面的连通和 


例 3.2 S 当我们取两个射影平面的连通和时，会得到什么结果呢？在图 3.34 中，通过切 
割和粘合发现，在第 （5) 个步骤，可以表示为它的各边已粘合在一起的正方形.如果 
我们如 （6) 所示沿正方形的对角线把它割开，并把标记为2的边粘合在一起，那么结果是， 
把其各条边粘合在一起的正方形产生一个像例 3.21 中那样的克莱 因瓶. 所以，两个射影平面 
























构建新的拓扑空间 


67 


的连通和，拓扑等价于一个克莱因瓶 • 



图 3. 34两个射影平面的连通和拓扑等价于一个克莱因瓶 


在图 3. 35中，我们表明了，通过切割和粘合从一个射影平面中挖去一个圆盘的内部，就 
产生一条默比乌斯带 • 因此，取两个射影平面的连通和，就如同把两条默比乌斯带沿它们的 

边粘合起来 一样. 所得到的结果，拓扑等价于一个克莱因瓶 • 

例 3. 26考虑如图 3.36 上左端所示，由把一个立方体 IXJXJ 相对的面视为同一面而得到的 

商空间 X . 在3维空间中不能建立相应的物体_但这样粘合的结果却是有明确定义的拓扑空间•我 
们可以按如下的方法来识别所得到的拓扑空间:把视为同一面的前面和后面如图 3. 36所示粘合在 
一起. 我们得到如图所示的一个实心环 gXIXJ ， 其中圆环的顶部与底部以及圆环的内部与外部均 
视为 同一. 在 ^ XJXI 中，在圆周 S 1 上的每个点有一个正方形 JXJ . 在商空间 X 中，圆环的顶部 
与底部以及圆环的内部与外部视为同一，如图所示，分别相应于每个这样的正方形顶边与底边以及 
两个侧边视为 同一. 每个正方形视为同一的结果是一个环面.因此，我们可以把 X 看成为圆周 S 1 
与一个环面： T 的积 • 由于环面是 ^ XS 1 ， 于是 X 拓扑等价于3维环面 SX ^ XS 1 . 



0 





图 3. 35从一个射影平面中挖去一个圆盘的 

内部产生一条默比乌斯带 


® 3.36 如图所示的把立方体的对边 

视为相同而形成3维环面 


例 3.27 考虑如图 3.37 所示，由把一个立方体 IX JXI 相对 
的面视为同一面而得到的商空间.如果我们取一条线段从此立方体 
的左面的中心移动到右面的中心，那么当把此空间粘合在一起时， 
此线段就成为一个圆周.如果我们取中心位于那条线段上的圆柱 
面，那么当把此空间粘合在一起时，位于此圆柱面两端的圆周就翻 
一个筋斗，形成一个克莱 因瓶. 所以，在此空间内存在收缩于一个 
核心圆周的同心克莱因瓶的一个族. 



: 1 
、 11 

*-X**-* *-*•*•/•'**>： 


y 

X 


图 3. 37粘合一个立方体的 

各面得到 S J XP 
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在练习 3.38 中， 我们要求证明此拓扑空间等价于一个圆周与一个射影平面的积 S l XP . 
在练习 3 . 26 与 3 . 27 中的空间是 3 维流形的一些例子.我们将在 14 . 3 节进一步研究 3 维 
流形，而在 14 . 4 节和 14 . 5 节讨论哪些 3 维流形有可能与宇宙的整体形状相 对应. 

3. 4节练习 

3.35 作 r#：T 的草图，说明应该在何处粘合例 3. 33 中所出现的 8 边形的边. 

3.36 (1) 说明将一个 6 边形的对边与直径粘合在一起产生一个环面. 

(2) 说明将一个6边形的对边粘合并翻一个筋斗就产生一个射影平面. 

3.37 给出当一个 6 边形的对边粘合在一起时，一个环面与一个射影平面的连通和：的表达式. 

， 

3.38 证明： 在练习 3. 27 中的商空间拓扑，等价于一个圆与一个射影平面的积 

3.39 说明如何在一个立方体上定义一个商空间，以形成一个圆与一个克莱因瓶的积 SXK. 检验你粘合的 
立方体产生 S J XK . 

3.5 构形空间与相空间 

拓扑学与物理学之间有 广泛、 深刻的联系.要面面俱到地阐述拓扑学在物理学中的应用 
可能需要洋洋万言，而为了理解大部分复杂高深的应用，需要在拓扑学上有精深的造诣.在 
许多方面，这两个领域之间存在着非常密切的关系。拓扑学的许多概念受到物理学应用研究 
的推动应运而生，而许多物理学应用借助拓扑学的概念得到深人的理解. 

在物理学中的大部分基本拓扑结构是构 形空间 的拓扑结构.在研究一个系统时，我们通 
常需要涉及一组变量，它们与我们所感兴趣的一类事物的位置，以及配置有关.例如，我们 
可能要涉及一个工业机器人手臂各部件的位置和定向.构形空间是使我们能够实现追踪此变 
量的一种拓扑 空间. 除了位置以外，我们还要考虑在一个系统中一些物体的速度和惯性，这 
就要用到一个同时包含位置和惯性变量的空间，这样的空间称为此系统的相 空间. 

在本节，我们考察构形空间和相空间的几个例子，并说明我们已经引进的、在应用中确 
实出现的某些拓扑空间和拓扑结构是如何实现的. 

例3,28 首先考虑以平面上一点为固定端点的一根杆的简单系统，此杆环绕这个端点可 
以自由旋转（见图 3 . 38 ). 对于此杆的每个位置，我们联想起以此枢轴点为中心的圆周上的一 
个点，而对此圆周上的每个点，又联想到它相应于此杆的唯一位置.因此，在平面上此杆的 
位置可通过构形空间 S 1 来建模. 

例 3.29 现在考虑图 3. 3 9 所示的平面二杆系统.杆 A 有一个自由端，并以平面上的一点 
为固定端点，杆可以环绕此端点旋转.杆 B 与杆 A 的自由端在一个允许转动的关节处连接. 



图 3. 38 —端固定在平面上的旋转杆的构形空间是圆周 图 3. 39二杆系统的构形空间是环面 
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由于杆 A 的固定端以及杆 B 的连接端都允许在整个圆周的范围内旋转，因此这个系统的构形 
空间是 ^ XS 1 ， 即环面 • 对于在此环面上的每个点（〜， 0 b )， 存在这个系统的一个构形，而 

此系统的每个构形，对应于在此环面上的唯一点 • 

重要的是，要避免出现把例 3.29 中的构形 空间， 与此平面上由此系统的自由端所扫出的 
空间相混淆的 情况. （见图 3.40. ) 设想在杆 B 的自由端放一支钢笔，并在我们扫视这个系统 
所有可能的构形时，观察此钢笔会描绘出怎样的 空间. 如果杆乂与杆 B 的长度不同，那么， 
钢笔就在此平面内描绘出一个圆环 • 而当杆 A 与杆 B 的长度相同时，钢笔在此平面内就描绘 
出一个圆盘.这个“被描绘出”的空间称为此系统的 运算空间. 我们将在 4. 3 节进一步探索 
构形空间与运算空间之间的关系. 



图 3. 40二杆系统的运算空间是一个圆环或一个圆盘 


在例 3. 29 中的系统称为连杆机构 . 一套连杆机构是一组刚性部件，它们在关节处连接在 
一起，在那里这些部件可相互自由运动.在 18、19 世纪，连杆机构由于几何性质而具有数学 
意义.在 19 世纪下半叶，随着工业革命的兴起，连杆机构由于能为机械设计提供重要的部 
件，因而在应用上也引起了兴趣.连杆机构还在许多机械系统中使用.例如，一套连杆机构 
能把电机的旋转运动，转换为汽车挡风板刮水器的左右往复运动.对数学各领域探索中所产 
生的一系列问题，连杆机构仍然具有它的数学 意义. （例如，见 [Con] 和 [Thu2].) 

由于制造过程变得越来越复杂和自动化，导致机械部件也有同样的趋势.机器人手臂常 
常用来完成重复的任务，这是由于与人类相比，机器人干起活来更便宜、更准确并且更精确 
的缘故.在下一个例子和练习 3.40 中，我们考察与机器人手臂有关的一些构形空间. 

例 3.30 在图 3.41 中，我们描述一个可以按两个角度和一个长度而改变的机器人手臂. 

机器人手臂的基座可以全方位旋转 360 度.对应的构形空间坐标，是圆周 S 1 上的某一个点. 
手臂可以旋转 90 度，因而对应的构形空间坐标被限定于区间 [0, 90] 之中. 它的手臂可以从 0 厘 
米延伸到 25 厘米，所以它的构形空间坐标被限定于区间 [0, 25] 之中. 于是，这个机器人手臂的 
构形空间，是图 3. 42 所示的 [0, 90] X [0, 25]. 它等价于 ^XJXI ， 即一个实心环. 



图 3. 41机器人手臂 图 3. 42机器人手臂的构形空间是一个实心环 
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例 3.31 下面考察在金属片卷曲方面的一个 应用. 设我们有一块正方形的金属片，可以 
沿着如图 3. 43所示的竖直轴和水平轴卷曲.设知是此正方形的上半部关于下半部所卷的角， 
知==0表示完全卷到正面的方式；^==27?表示完全卷到背面的方式； = k 对应于如图所示 
未卷的情况.类似地，我们设知是此正方形的左半部关于右半部所卷的角. 

我们作一个在物理上合理的假定，即仅当此正方形沿水平轴以&=0, 7 T 或 2； r 卷曲时，我们才 
可以沿竖直轴卷曲.在我们沿水平轴卷曲时，作相应的 假定. 所有可能的一对卷曲角 (知， 0 V ) 的 
构形空间，是如图 3.44 所示的由3条竖直线段和3条水平线段所组 成的& 如平面的子空间. 



0 3.43 正方形可以沿着竖 

直轴和水平轴卷曲 


首先沿水 
平轴卷曲 


然后沿竖直轴卷曲 


首先沿竖 
直轴卷曲 


▲ 


然后沿水 
平轴卷曲 


t 




图 3.44 所有可能的一对卷曲角的构形空间 


对图 3.44 的构形空间可作如下的 描述： 首先沿水平轴卷曲，然后（如果可能的话）沿竖 
直轴卷曲，所对应的构形空间如图 3.44 之左所示.首先沿竖直轴卷曲，然后沿水平轴卷曲， 
所对应的构形空间如图 3.44 之中所示.对于这些空间中的每一个，中心点表示未卷曲的构 
形，因而，这些中心点重合，所导致的构形空间 C 如图 3.44 之右所示.重要的是知道“角 
点”不重合.例如，沿竖直轴卷曲0度再沿水平轴卷曲0度，不会如按相反的次序作同一对 
卷曲导致同样的最终被卷曲之物（除非那时我们允许被卷曲之物再作刚性运动 .） 

补充练习 假定金属薄片在卷曲之后，我们允许在3维空间中的此被卷曲的薄片作刚性运动. 

(1) 在构形空间的图上，指出哪些构形空间的点随后与每个其他的点被视为同一的，由于它们导致同样 
的最终被卷曲之物. 

(2) 画出按 （1) 的方式确认所得到的商空间的草图. 

(3) 现在假定我们可以区分金属薄片的正面和背面（例如正面涂白色而背面涂黑色）在构形空间的图 
上，指出哪些构形空间的点随后与每个其他的点被视为同一的，由于它们导致同样的最终被卷曲且着色 
之物. 

(4) 画出按 （3) 的方式确认所得到的商空间的草图. 

例 3. 32 在本例中，我们考虑如图 3.45 所示的在一条无限长铁丝上运动的一个小珠. 
此时，我们不仅关注这个小珠的位置，而且还想探究它的惯性.于是需要两个变量，一个 
是位置:另一个是惯性这里，我们有一个相空间而不是构形 空间. 此相空间 
是 {( x , p ) | x ,^ eR }. 当然，这恰好是积空间 RXR = R 2 . 


P 

X 


图 3. 45在一条无限长直线上运动的一个小珠 
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例 3.33 设质量为 m 的一个物体垂直上升或下降，在重力的影响下接近地面 • 设2是此物 
体在地面上的高度，夕是它的 惯性. 那么它的相空间由{(工，户 ）1 工， ^>0} = R + XR 给 
出.对于这个系统中的运动假定总能量是守恒的_总能量表示为势能 mgx (其中貧是重力加速 

度）与动能 f 之和.于是，当我们考察相空间探究此物体位置和惯性的改变时，发现探究必 

LTYI 

须严格限于 R + XR 的形如 

E c = | ( x , p ) 6 R+X R 丨 mgx 2 m = d > 

的子空间.（见图 3.46.) 集合 E c 把相空 间分拆 为能量恒定的抛物线，沿着金些抛物线在整个 
相空间追踪此系统必定处于运动状态的 线索. _ 

通常在对一个已知系统进行研究时，守恒的量（例如上例中的总能量）谕定了有助于对 
此系统进行探讨的构形空间或相空间的子空间. / 

例 3.34 设我们有一个由两个不同的原子所组成的分子 M ， 希望在1维空间中记录它的 
位置和定向.（见图 3.47.) 对此分子，我们想起了在3维空间中位于它的质心的那个点.这 
使我们能在3维空间为此分子定位，但是一旦它的质心被确定，如果要为此分子定向，还需 
要更多的信息.这可以通过对于所有可能的方向，在2维球面上物色一个点来 实现： 


图 3.46 在一个上升或下降的物体的相空间中能量守恒的曲线 图 ‘3.4? 

在上述两个原子中取其中之一，并对于此分子的每个方向，确定一个从质心指向所选定 
原子的一个 向量. 对于这个向量（因此对这个方向），当向量的终点位于球面中心时，在球面 
上确定此向量所指向 的点. 按照这种方式，每个方向对应于球面上不同的点.因此在3维空 
间中记录分子的位置和方向的构形空间是 R 3 X S 2 . 

例 3. 35设在例 3. 34中的分子由两个相同的原子组成.在 R 3 中的每个点对应于分子质 • 
心的一个可能的位置 • 而在 R 3 中的每个位置，在此球面上的点对应于此分子所有可能的方 
向.然而，由于此分子的对称性，在此球面上的每对对心点，对应于不能区分的构形.于是， 
通过把标志分子方向的每个球面上的对心点视为相同，就能.“缩减”此构形空间.因此这个 
构形空间是 R 3 XP ， 其中 P 是射影平面. 

如例 35 —祥，在物理学与化学中，利用系统的对称性得到作为另一个空间商空间的构 
形空间或相空间是很常见的. 

3. 5节练习 

3. 40 分别为以下由图 3 . 4 8所示的3个机器人手臂确定构形 空间： 
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⑴ 

( 2 ) 

(3) 


机器人手臂有可旋转整个圆周的两个部件.整个机器人手臂可以沿着底座导轨移动50厘米长.机 
器人手臂的高度，可以从它的最低位置提升20厘米. 

机器人手臂有4个可移动的部件，每个可旋转整个圆周. 

机器人手臂有两个可移动的部件，每个可旋转整个圆周.此机器人手臂可以从竖直位置转到水平 


位置，即旋转90度. 



图 3. 48 3种机器人手臂 


3.41 考虑图 3. 49所示的系统.它由具有一个自由端和依附在1米长的导轨上的另一附着端的杆所组成，此 
附着端可沿此导轨上滑动，而且此杆可绕附着端旋转整个圆周.请确定此系统的构形 空间. 

3- 42设我们有一片圆盘状的金属片，它可沿图 3. 50所示的3个轴卷曲.请描述并画出由此圆盘所有可能的 
卷曲角度所形成的构形空间. 



m 3. 50圆盘可沿图示的各个轴卷曲 



3. 43 请描述一个小珠在一个圆形铁丝上运动的（位置和惯性）相空间. 
3. 44 确定在平面上一个水分子的位置和定向的构形空间. 
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连续函数与同胚 


至今，我们已经定义了与拓扑空间和它们的子集有关的各种概念，我们还想考虑把一个 
拓扑空间映射成另一个拓扑空间的函数.连续性的概念在拓扑学中是最重要的概念之一. 

在一个集合上的拓扑，是建立有关集合邻近性概念的一种结构 • 拓扑空间之间的连续函 
数专门用于讨论邻近性，此性质反映了这样的概念，即一个连续函数把一个空间中接近的点 
映射成另一个空间中接近的点.我们将在 4_1 节给出连续性的一个拓扑学的定义，并提出与 
连续性有关的一些结论和例子. 

具有连续逆映射的一个连续双射函数称为 同胚. 这种函数为我们提供了有关拓扑等价这 
一最重要的概念.在 4. 2节，我们将对同胚和拓扑等价作介绍并加以研究. 

我们以讨论正向运动学映射的 4. 3节作为本章的 结束. 此映射是在机械系统的研究中起 
极重要作用的一种连续函数. 

4. 1连续性 ‘ 

我们对连续性的最早的正式探索，通常来自微积分或数学分析的课程.这些课程主要讨 
论把实轴 R 映射到其自身的函数.它的标准定义 如下： 

定义 4.1 一个函数/: R—R 是连续的，当且仅当对于每个 XoGR 和任一 e >0， 存在一 

个^>0，使得当 I X — 工 0 I <3时，有丨/(工）一'/(工 0 ) I 

换句话说，如果对于任 一心和 e >0, /是连续的，我们就可以找到一个5>0,使得如果 
Z 充分接近于(相距不超过幻，那么 / U ) 接近于 /( A ) (相距不超过 e ). 这通常称 为连续 
性的 e — S 定义. 它是在分析中起关键作用的极有用的一个概念. 

以下我们对作为一个拓扑空间映成另一个拓扑空间的函数的连续性，提供一个更一般的 
定义.以下所述的连续性的这个拓扑学定义表达十分简明，与关于 R 到 R 的映射的 e — S 定义 
等价. 

定义 4.2 设 X 和 Y 是拓扑空间，函数/: X—Y 是连 续的， 如果对于在 Y 中的每个开集 
V ， /— W ) 在 X 中是开集 • 

我们称此定义为 连续性的开集定义. 换句话可简单地表达为，/是连续的，如果每个开 
集的原象是开集. 

例 4_1 设 X ={ a ， b ， c ， d } 和 Y ={1， 2, 3} 有如图 4.1 所示的拓扑 • 设函数 /，尽， 
h ： X — Y 分别定义为 
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f(a) = lf fCb) — 1 5 fix 、 = 2, =2 ； 

g (, a ) —2, g ( b ) — 2, g '( c ) — 1 * gid ) =3; 


/i(d) = l ， /i(6) = 2 ， /i(c) = 2 f /i(c£) = 3. 

晒 

函数是连续的，由于容易验证在 y 中的每个开集在 X 中仍是开集.类似地 ， g 
也是连续的.但是， A 却不是连续的，由于 {2} 在 Y 中是开集，而 c } 在 X 


中并不是开集. 

例 4. 2设 X 和 Y 是拓扑空间， 

(1) 由 id ( x ) = x 定义的恒等函数 
id ： X— X 是连续的. 

(2) 选取％ 6 F ， 并考虑由 C ( x ) = 

>(对于任一 定义的常值函数 


X 


f>zM 


Y 



d 


2 


3 


图 4.1 把 X 映成 Y 的函数/， g 和 /I 


c ： X — Y . 我们来证明 C 是连 续的. 设 V 在 Y 中是开集，那么当时， C - iOO ^ X ; 而 
当： V 。 芒 V 时， C - 1 ( Y ) = 0. 因此 C - UV ) 在 X 中是开集， C 是连续的. 

确定函数是否连续，并不仅仅借助于定义此函数的公式或关系.定义域上的拓扑和值域 
上的拓扑也是很重要的.考虑下列例子. 


例 4.3 设/: 1^+1^由 /(:0) =：^11給出，其中定义域 R 有标准拓扑，而值域 I 是有限 


补拓扑中的实轴.函数/是连续的，由于 V=R — {々， …， o ： J 在有限补拓扑中是一个开 

集，于是 / - W ) = R —{2^ +1 ，…， 2 x ^+1} , 而它在具有标准拓扑的 R 中是一个开集 • 

# 

再设 R — 氐由貧给出，其中定义域 R 有标准拓扑，而值域 R , 是下限拓扑中的 


实轴.函数 g 由与/同样的公式表示，但是 g 不是连 续的. 集合[0, 1) 在 R , 中是开集，但 
^([0, 1)) = [1， 3) 在具有标准拓扑的 R 中并不是开集. 

例 4 _4设 X 和 Y 是拓扑空间，而 Y 是 X 的子空间.由给出的包含函数 Y— X 
是连续的.为什么呢？如果我们在 x 中取一个开集*7，那么: r 1 a /)= t / ny ， 而由 Y 上子空 
间拓扑的定义，在 Y 中是 开集. 事实上， Y 上的子空间拓扑在 Y 上是最粗的拓扑，对于 
此拓扑，包含函数/是连续的（见练习 4.5 (1)). 

设多： X — A 是从拓扑空间 X 到 A 的一个集合的满射函数_，并设 A 有由夕诱导而得的商 
空间，那么户是连续的.为什么呢？由商拓扑的定义，一个集合 V 是开集，当且仅当 P — W ) 
在 X 中是开集_因此 A 中每一个开集的原象在 A 中当然是开集 • 事实上， A 上的商拓扑是 A 
上最细的拓扑，对于此拓扑， f 是连续的.（见练习 4.5 (2)). 

由定义，函数/: X — Y 是连续的，如果在 Y 中的每个开集在 X 中也是开集.然而，检 

验 Y 中的每个开集在 X 中有一个开原象，超出了实际的需要.正如以下定理所指出的，为了 

证明此/是连续的，只要考虑在个固定基之中的集合就可以了，说明每个基元素的原象 
在 X 中是开集. 

定理 4,3 设 X 和 Y 是拓扑空间， 而诏是 Y 上此拓扑的一 个基. 那么，/: X — Y 是连续 
的，当且仅当对于任一 广 ⑻在 X 中是开集. 
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证明 设 /: x — r 是连续的.那么对于在 y 中的每个开集 V ，厂 1 cvo 在 x 中是 开集. 
由于每个基元素 b 在 y 中是开集，于是对于所有 Be ®， /^(召)在叉中是开集. 

再设对于任一 Be ®，/— ub ) 在 x 中是开集.我们来证明/是连 续的. 设 v 是 y 中的一 
个 开集. 那么 v 是基元素的一个并，例如 v = UB a . 因此， 

厂 1 ( V ) = /- I ( UB ；)= U /~ 1 ( B C ). 

由假定，任一 /— 在 X 中是开集，因此正是它们的并.所以厂 UV ) 在 X 中是幵集， 
从而 Y 中每个开集的原象在 X 中是开集.因此/是连续的. ■ 

例 4.5 在标准拓扑中，函数 /( x )= x +2, g ( x )=2 x 及 / i ( x )= x 2 都是把 R 映成 R 的连 
续函数. 

这是为什么呢？设 LU ， 《，其中是在此标准拓扑的一个基元素.那么 

f~ l (( a ,6)) = (a — 2,6 — 2)， 

n ， w) = (|， 音)， 


( — \[ b ^ — ^/ a ) U (：^/ a 9 \ fb ) 若 a > 0， 

A - 1 ( ( a ,6)) - J (—在，在） 若 a 〈0 且6>0， 

0 若6 < 0. 

在上述每种情况下， 一 个任意基元素的原象是一个开集.于是每个函数是连续的. 

例 4.6 相乘是一个连续函数，即由 /( x ， 给出的函数/: R 2 —R 是连续的.它 
在 R 2 中的原象是集合 



1 (( a ,6)) = { (: c ， y ) 6 R 2 \a <C xy < ib ). 

这是夹在两条双曲线之间的集合.当 a 与6都是正数时 
的例子，如图 4.2 所示. 

显而 易见， / _1 ( U ， W ) 是 R 2 中的一个开子集.我们可 
以通过证明对于任一点（夕， q)e / _1 (( a , b )) 9 存在中心 
位于（多， g ) 且包含于6厂 i (( a ，6)) 的正方形（见图 


4.2), 来证明上述这种明显性.事实上，如果我们设 m = 
mm { b — pq , 夕 g — a } 并选取5>0，使得丨， 5| g | 和3浐都 

小于号那么可以证明 （ P —沒， X (q — d , q - i ~ d)CZ 


y ^ 



^祖、砂= 

\ 、、、、 


s 

、、 


xy^a 、囑8,_ 

、、 

X 

、、 « 


1 V 、 

iwmmix 



/ _1 (( a , b )). (见练习 4_ 15.) 

实函数相加也是连续的.（见练习 4. 14. ) 把相乘和相 

加的连续性相结合，就可以得到下面的 定理： 

定理 4.4 设 R 有标准 拓扑. 那么，每个多项式函 数夕： R—R 是连续的，其中夕 U )= 
<2„ x M + …十 AJc + ao . 证明见练习 4. 13〜 4. 17. ■ 

连续性的开集定义以及由它所得到的一些结论，可用来证明有理函数、三角函数和它的 
反函数、指数函数和对数函数，在它们被定义的定义域上都是连续的.在这里我们不证明这 
些结果，但本书随后的部分全都要用到这些结论. 


m 4.2 当 a 与6都是正数肘的 
原象 /^(( a ， b )) = 

{(X ， y)^ ： R 2 I a<ixy<ib} 
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连续性的拓扑学的定义叙述很简单，但这个定义如何反映连续函数保持邻近性的想法， 
可能让你感到惊奇.以下的定理提供了某种视角，指明一个连续函数把一个闭包中的点，映 
射到此集合原象闭包中的点. 

定理 4.5 设/: X—Y 是连续的，且 A 匚 X . 如果 x € Cl ( A )， 那么 / U ) 6 C 1(/( A >). 
(见图 4. 3.) 

证明 设/: X — Y 是连续的， xGX 且 A 匚 X . 我们来证明，如果 / U ) 硭 C 1(/( A ))， 那 
么 x 芒 CKA ). 于是假定 /( x )$ Cl (/( A )). 由定理 2. 5,存在包含 /( x ) 但与 /( A ) 不相交的 
一个开集由此可得，是包含 2 但与 A 不相交的一开集.因此 x 硭 CKA )， 于是 
得到所要的结论. ■ 

接下来我们考虑在把 R 映成 R 的函数的情况下，连续性的开集定义与连续性的定义 
之间的等价性.把 e — S 定义翻译为拓扑学的术语，可以表述 如下： 

s — 5定义的译文 设 X 和 Y 是拓扑空间 • 函数/: 是连续的，如果对于任一 

和任一包含 / U ) 的开集卩，存在: r 的一个邻域 V %使得 /( VOCIU . (见图 4. 4.) 




图 4.3 如果： reCl ( A)， 那么 /o)eci(/(A)) 
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图 4. 4对于任一包含 /( i ) 的17,存在 
包含 x 的 V ，使得 /( v)czLr 


在上述译文中，开集 u 所起的作用，是在 e — 3定义中 e 区间所起的作用.对于函数/: 
R — R ， 连续性的 e — S 定义与此译文的等价性是易于证明的.（见练习 4. 3.) 以下的定理我们证 
明此译文与开集定义的等价性. 

定理 4.6 —个函数/: X — Y 按连续性的开集定义是连续的，当且仅当对于任一 xGX ， 

和任一包含 / Cr ) 的开集 U ， 存在 x 的一个邻域 V ， 使得 /( V ) C [ J . 

证明 首先，设对于 L 7, 函数/: 的开集定义成立.并设: ceX ， 且已知包含 fix 、 

的一个开集 UCIY . 还假定由于/是连续的，由开集的定义可得: c 6 V ， 且 V 在 
X 中是 开集. 显然，/( V )匚 U ， 因而所要的结论得以证明. 

再设对于任一:和任一包含/( X )的开集 U , 存在工的一个邻域 V ，使得 /( V ) C = U . 以 
下我们来证明，对于 Y 中的每个开集 W ， r x ( W ) 在 X 中是开集.于是设 W 是 Y 中的任意开 
集.为了证明厂 uw ) 在 x 中是开集，选择任一工 eruw ). 于是得到因而在 x 
中存在 X 的一个邻域使得 /( K ) 匚 W ， 或等价地使得 K 匚厂 VW ). 因此，对于任一 
r 1 ( W ) ,存在一个开集 V ,.,使得 X 6 KC ： 厂 UW ). 定理 1.4 蕴涵厂 HW ) 在 X 中是开集. ■ 

通过连续函数把收敛序列映射到收敛序列这一事实，阐述了专门用于讨论邻近性的连续 
性的另一含义，如以下定理所示: 

定理 4. 7设/: X—Y 是连 续的. 如果义中的^一个序列（ X 〗， X 2， …）收敛于点 x ， 那 
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么， Y 中的一个序列（/(工1)，/(工2)，…）收敛于 fix ). 

证明设17是 Y 中/ ( x ) 的任一邻域 • 由于/是连续的，因此 / -1 ( U ) 在 X 中是开集. 
此外，/(•2：)61/蕴涵*2：6/— 1 (17).序列（ X !， X 2 ，…）收敛于 A 于是存在 Nez +， 使得对 
于所有 n>iv ， x n e r l (U). 于是得出对于所有 《 彡] v ， /(x n ) eu , 因而序列（/(々）， 

/( X 2 )， …）收敛于 /( X ). ■ 

重 要注记 一个连续函数未必把开集映射到开集.例如，由函数 /(工）=工 2 给出的/: 
R — R 是连续的，但是开集 （一1， 1) 的原象是[0，1)，它并非 开集. 

以下定理指出，连续性的开集定义有一个等价的闭集版本 • 

定理 4.8 设 X 和 Y 是拓扑空间.函数/: X — y 是连续的，当且仅当对于每个闭集 CC ： 
Y ， 厂 UC ) 在 X 中是 闭集. （见练习 4.2.) 

证明连续函数的复合函数是连续的，可直截了当地得到 证明. 特别地，我们有以下 定理： 
定理 4. 9设/: X—y jl g : y — z 是连续的.那么复合函数尽。/= x — z 是连续的. 

证明设/: x-^YRg： Y-+Z 是连 续的. 并设 t / 是 Z 中的一个 开集. 那么， ig^fr 1 (U)= 
r i (g- i (w) 9 由于 g 是连续的，紅― vu ) 在 y 中是 开集. 因而/是连续的， rvfvu )) 
在 X 中是开集.于是，对于2中任一个开集 U ， (gof)-^U) 在 X 中是开集，蕴涵&。/是连 
续的. 

我们将发现，下列引理很有用.它称为粘 
贴引理，因为它提供了能把连续函数/: A—Y 
和尽： Y 粘贴在一起，得到一个连续函数 
h： AUB — Y 的条件， A 是定义在/和 g 定义 
域的并上的函数.（见图 4. 5.) 

引理 4.10( 粘接引理） 设 X 是拓扑空间， 

A 与 B 是使得的闭子空间•假 


■ 




图 4. 5把函数/: A — Y 和。 B - Y 粘贴 
在一起来定义 h AUB->Y 


定/: A—Y 和 Y 是连续函数，且对于在 AHB 中的所有: r ， f{x) = g{x). 那么由 


定义的 h : 


h(x) = 

X — Y 是一个连续函数. 


f/U) 

1^(^) 


若 x 6 A ， 

% 

若 ： T 6 B 


证明由定理 4.8 就足以证明，如果 C 在 y 中为闭，那么 / rMC ) 在 X 中为闭.于是设 C 


在 Y 中 为闭. 注意到 /^( Os/^OUf UC ). 由于/是连续的，由定理 4. 8可知厂 ^ C ) 在 
A 中 为闭. 而定理 3.4 蕴涵/〃（0 = _0门凫，其中 D 在 X 中 为闭. 这样， D 与 A 在 X 中均为 
闭，且 /— 因此，厂 VC ) 在 X 中 为闭. 同样， g - i ( C ) 在 X 中为闭.所以， 

/ rye ) 是在 X 中两个闭集的并，因而在 X 中仍然 为闭， 于是 得到： h 是一个连续函数. B 

例 4. 7 由 


Hx) = 



若 : c > 0， 
若 ： c < 0 


定义的绝对值函数 / i : R — R 由定义在 R 的闭子集上的两个连续函数组成.一个是由 /( or ) = —x 
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定义的函数/;(—⑷， 0] — R ， 另一个 是由^ •(■ X ) 定义的函 数尽： [0， oo ] — R . 过两个 

函数在 x = 0 处相连接，在那里它们吻合.因此所得到的函数 A 是连 续的. 

4.1 节练习 

4.1 (1) 设 X 具有离散拓扑，而 Y 为任一拓扑空间.证明每个函数是连续的. 

(2) 设 Y 具有平凡拓扑，而 X 为任一拓扑空间.证明每个函数/: X - y 是连续的. 

4.2 证明定理 4.8: 设 X 和 Y 是拓扑空间.函数 /: X ^ y 是连续的当且仅当对于每个闭集 Cd f-HC) 
在 X 中是闭集. 

4.3 证明函数/: R—R 按连续性的 e — J 定义是连续的，当且仅当对于任一:和每个包含 / U ) 的开集 
U ， 存在1的一个邻域 V ，使得 /( V ) a 7. 

4.4 就下列函数连续与否作出 证明： 

(1) 由 / U ) = 3 z — 5定义的函数/: R ,— R , 其中 R , 是具有下限拓扑的实轴. 

(2) 由名 (: r ) = 3 x — 5定义的函数 R a — R ， 其中 R a 是具有有限补拓扑的实轴. 

4.5 (1) 设 X 是一个拓扑空间，并设是 X 的一个子集.证明 Y 上的子空间拓扑是 Y 上最粗的拓扑，且使 

得由 z _ (: y )=_ y 定义的包含函数丨： y — x 为连续的.即证明，如果: r 是 y 上的子空间拓扑，而! T 是 

♦ 

使得 〖为连 续的 y 上的子空间拓扑，那么 rc = r ' 

(2) 设/>: 是从一个拓扑空间 X 到一个集合 A 的满射函数.证明由诱导而来的 A 上的商空间 

是 a 上最细的拓扑，且使得函数是连续的.即证明，如果： r 是力上的商空间，而是使得户为 
…连续的 a 上的一个拓扑，那么: Ter . 

争 

4.6 (1) 设 X 和 Y 是拓扑空间，并设 XXY 是相应的积空间.由 AU ， >0=1及 p ^ x ， ： y ) = j 定义的射影 

函数 九： XXF — X ，及 xxy — 犷证明 A 及 h 是连续函数. 

: (2) 证明 XXY 上的积空间是使得 h 及 h 都是连续函数的 XXY 上的最粗的拓扑.即证明，如果 r 是 

_v 

XXY 上的积拓扑，而7^是使得 A 及 h 都是连续函数的 XXY 上的一个拓扑 f 为连续的 Y 上的子 
空间拓扑，那么: r 匚： r ' 

4.7 设 X 是一个具有拓扑:： n 的空间.设 id : X — X 是恒等式 id (_ r )= A 并假设定义域 X 具有 拓扑7\， 
而值域 x 具有拓扑 tv 证明当且仅当: n 细于: r 2 , id 是连续函数. 

4.8 设/: X—Y 是一个连续函数.如果 x 是 X 的一个子集 A 的极限点， fU ) 是 Y 中 /(A) 的一个极限点 
是否为真？如果为真，请给出证明，否则请举一反例. 

4.9 设 /， ^ X—Y 都是连续函数.假定 Y 是豪斯多夫空间，且存在 X 的一个稠密子集 D ， 使得对于所有 
xeD , fU ) = g ( x ). 请证明对于所有 f { x ) = gU ), 

4.10 设/: X — Y 是一个函数，/的图形是由 G ={ x ，/ U ) | x € X [ 给出的 XXY 的子集. 证明： 如果/是 
连续的，而 Y 是豪斯多夫空间，那么 G 在 XXY 中是 闭集.（注： 在练习 7.13 中，我们将考虑它的逆 
. ，命@，假定 Y 还满足一个称为紧致性的性质 .） 

4.11 设/: X —： Y 是一个连续函数，而 A 是 X 的一个子 空间.证明： /对 A 的约束 / U : 是一个连续函数, 

4*12 (1) 如果把 A 与 B 在又中_是闭集的假定换成在 X 中都是开集，证明粘接引理成立. 

' C 2) 如果放弃 A 与 B 在 X 中都是闭集的假定，举一反例说明粘接引理不成立. 

4.13 (1) 设/ 1: X — 匕与/^ X — 1都是连绫函数. 证明： 由 / 2 U )) 定义的函数〜 X — 

兄父7 2 也是连续函数. 

(2) 把 （1) 的结果推广到《个函数的情况， ^>2. 

4. 14 证明： .由 / U ，： y )=: r +： v 定义的相加函数/: R 2 —R 是一个连续函数. 
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4. 15设/是相乘函数 / U ，： y ) = x * ： y . 通过以下在例 4. 6 中已概述过的步骤，完成/连续性的证明： 

(1) 当 P 与 g 都是正数，而5如例 4. 6所述，那么 ip-dy p + dyx ^ q - d , q + d )( Zf - H ( a , 6)). 

(2) 考虑 p 与 q 为正、 负的其余的可能情况，证明 iP—l p ^8) X { q ~ d , q + d ) C ： r l aa , W ) (注： 
在此可以通过对称性来 论证. 例如， f 与 g 都为负的情况与最初/>与9都为正的情况相对称 ）• 

4. 16利用练习4. 6、练习 4. 13和 4. 14以及定理 4 . 14证明：有限个连续函数的和与积仍是连续 函数. 即设 

R — R 是连续的.证明分别由… + / w ( x ) 与… / m U ) 
定义的 S : R — R 与 P : R — R 是连续的. 

4. 17利用练习 4.16 证明，由 f (■3：) = ^ i n • r M + …+£ l 1 x + c ^(}给出的每个多项式函数/ ) : R — R 是连续的. 

补充 练习： 函数序列 

在拓扑学和分析学中，函数序列起重要的作用.例如，由幂级数定义的函数，诸如 sinU ) 和 eS 可以 
用连续函数来表示，这是由于它们是收敛的多项式序列的极限，而多项式本身就是连续函数.在本课程中， 
我们用收敛的函数序列来证明蒂茨延拓定理，在第7章的补充练习中将遇到此定理. 

在以下的练习中，我们考虑一些条件，能确保连续函数的序列收敛于连续函数.作为起步，考虑函数序 
列 （ A „), 其中，对于每个 n = l ， 2, 3,…，函数 s „: [0, 1] — [0, 1] 定义为 

- • rue 若 ◦ < j : < 丄 ， 

n 

>5„( x ) = J 

1 若丄 

n 

SE 4.18 画出&与 53 的草图，并证明对于所有 n = l ， 2, 3，…，〜是连续函数. 

定义 4.11 设 X 和 Y 是拓扑空间.函数 X — Y 的序列 （/„) 称为 { 逐点）收敛于函数/: X -^ Y , 
如果对于每个 ： r 6 X ， 在 Y 中序列 （/ n Cr )) 收敛于 / Cr ). 

SE 4.19 序列 （ sj 收敛于函数[0, 1] — [0, U 试确定 s ， 并证明 s 是不连续的. 

于是，连续函数的序列未必收敛于连续函数.然而，如果各个序列 （/„( x >) 以均勻的速率收敛，那么我 
们能肯定极限函数是连续的.由以下的定义，在定义域为 R 的特定场合，上述结论是不言自明的. 

定义 4. 12 —个函数序列/„:叉― R 称为一致收敛于/: X — R , 如果对于任一 £>0,存在 N 6 Z +， 使 
得对于每个 X 和 72> iV ， 都有 | /(： c ) | < e . 

通过图形的方式就可以把一致收敛背后的构想清晰地 
描绘出来.如果 （/„) 一致收敛于/，那么对于每条竖直 
厚度为 2 e 、 中心位于/的图形上的带子，存在 JV 6 Z + 使 
得对于每个 72> N ， /„的图形都在这条带子之内.（见 
图 4. 6_ ) 

SE 4. 20证明前面所定义的函数序列 （&) 不一致收敛. 

定理 4.13( —致收敛定理）如果 （/„) 是连续函数 

fni X — R 的一个一致收敛于/: X — R 的序列，那么/是连 续的. 

证明设 UCZR 是一个开集. 我们来证明对于每个 xe /^ CL /)， 存在一个开集使得 

r x OJ ). 设任一 取 e >0 使得 … 

(/(，）一 e ，/( x ，）+ e ) 匚 U . 

由于一致收敛，我们可以找到 iV 6 Z + ， 使得对于每个和都有 



fnis) — fis) 


< 


3 
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再取 〆 设 u "=(/„.(： r )— +，并设匕二/:以以）.我们断言，\^在叉中为开，包 

含 X ，且满足 /( W)CIIJ (见 SE 4.21). 由这个断言就可得到，对于每个 xe 厂、以），在 X 中存在一个开集 
I ，使得厂 VU ). 所以 U 在 X 中是开集，蕴涵/是连 续的. ■ 

SE 4.21 在定理 4. 13的证明中，验证如所要求的那样，在 X 中为开，包含 x 且满足 /( V 、 r ) Ct /. 

4. 2 同胚 


在这一节，我们定义同胚，即为拓扑等价提供最基本概念的，拓扑空间之间的一个映射. 
同胚关注的是由一种拓扑给出的所有性质，进而确定在两个拓扑空间点之间和开集之间的对 
应关系. 

定义 4.14 设 X 和 Y 是拓扑空间，并设/: X—y 是具有逆映射/ 一 1 : X 的一个双 
射.如果/与/一 1 都是连续函数，那么称/是一个 同胚. 如果在 X 与 Y 之间存在一个同胚， 
我们就称 X 与 Y 是同胚的或是拓扑等价的，并记为 X 兰 Y. 

设/: y 是一个双射函数. 为使厂 1 : y - x 是连续的，必须对于在 x 中的每个开集 

u 满足 (厂 1 )— 1 ^) 在 y 中是 开集. 但是由于/ 

是一个双射函数，对于 u 匚 x ， ( r ^~ l cu ) = 
f(U), 于是，对于在 X 中的每个开集 U ， /07) 在 
Y 中必定是 开集. 因此，当/是一个双射函数，说 
r 1 是连续的，等价 于说： 在映射/下，每个开集 
的原象是一个开集.同样，当/是一个双射函数时， 

说/是连续的，等价 于说： 在逆映射函数 r 1 下， 

每个开集的原象是一个开集.（见图 4. 7.) 
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图 4. ? 一个同胚把开集映射到开集 


如果你选修过一门抽象代数的课程，就可能遇到过群同胚的概念，它是群之间的等价性. 
群伺胚是为讨论由每个群上的乘法运算所给出的代数结构，而对群的元素所实施的一个双射. 
类似地， 一 个同胚是为讨论由每个拓扑空间的开集族所给出的拓扑结构，而对拓扑空间所实 
施的一个双射. 

由于有了定义 4. 14,就使原先我们非正式使用的用语“拓扑等价”变得更确切了. 

例 4. 8 设 X 和 Y 是由图 4.8 所示的三点集上的拓扑空间•由 / U ) 二1, /(6)-2, 
/( c )=3 定义/: x - y . 那么/是一个同胚，由于它是此三点上的一个双射，且是 X 与 Y 中 
开集之间的一个双射. 




图 4 ,8 x 到 y 的一个同胚 

例 4.9 图 4.9 所示的在三点集 X ={ a ， 6, d 上的两个拓扑空间，虽然所包含 X 的子集 
族不同，但它们却等价，这是因为由 / U )= c ， 定义的/: 是一个同胚. 
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a b c a b c 

图 4. 9 在 { a ，&, (：)• 上的两个同胚拓扑 

例 4. 10用 f { x ')=3 x + l 定义函数/: R — R _ 此函数是具有反函数厂 1 (工) 3 1的 一 

个双射.（见练习 0.12.) 由于/和/一 1 都是 R 上的多项式，由定理4.4，它们都是连续的 ■因 
此/是一个同胚 ■ 

由于/是一个同胚，它保持了 R 的拓扑性质 • 添上一个3的倍数并向右移1个单位，并 
不改变实轴的基本拓扑性质. 

以下有关同胚的基本事实整合在一起，可推出拓扑等价是所有拓扑空间的集合上的一种 
等价关系.（见练习 4.28.) 

I 

(1) 由 idu )= x 定义的函数 id : 是一个 同胚. 

(2) 如果/: X — Y 是一个同胚，那么广 S Y — X 也是一个同胚. 

(3) 如果/: X — y r g : 是一个同胚，那么 g 。/: x ^ z 也是一个同胚 ■ 

例 4.11 设（一1， 1) 具有标准拓扑，以 

/(工）= 1+ ^^| 定义函数/: R — (―1， 1). / 

的图形如图 4.10 所示.由此图容易看出，/是 
R 与（一1， 1) 之间的一个 双射. 而且显然，对 
于/与/一 1 来说，开区间的原象是开区间_因此 图 4 _ 10 11 与 （― I D 之间的一个同胚 

/与/一 1 都是连续的，于是/是 R 与（一1， 1) 之间的一个同胚. 

例 4.12 不仅 （一 1, 1) 是与 R 是同胚的，而且每个非空开集也是与 R 同胚的.事实 
上，考虑下列具有标准拓扑的区间族（假定 a 与6是任意实数， a < b )： 

(1) 开区间 ： （ a ， 6)， (― co , a ) 9 ( a , oo ), R . 

(2) 有界闭 区间： [ a ，6]. 

(3) 半开半闭区间、半开半闭无界区间 [ a ， W ，（ a ， 6]， (- c ^, fl ), [ a , ⑴）. 

在每种区间族（1)、（2)、 （3) 之中，所有的空间是等 价的. 我们用图 4.11 举例来说明 

同胚，并进一步讨论它们的等价性. 
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由 /( x ) = f + a 定义的函数/: R —( a , cx .) 是一个同胚.这样， R 与任一区间 （ a , M ) 

是同胚的.由于拓扑等价是一种等价关系，由此还可得出:任一区间 U ， a ) 与其他任一形 
如（ V ， CO ) 的区间是同庇的. 

甴 = a):c + a 定义的线性函 数尽： [0， 1]—( a ，6) 是 [0， 1] 与 （ a，W 之间 
的一个 同胚. 所以任一区间 [cz ， 6] 与 [0 ， 1] 是同 胚的. 因而任一区间 [a ， 6] 与其他任 
一有界闭区间[^， b ^ U < b ^ 是同胚的. 

此外，由办(工 ）= —x + a ' 定义的函数 A : [ a ， oo ) — (―^ 00 ， a ^] 是 [ a ， eo ) 与 

(一 oo ，^] 之间的一个 同胚. 于是，如果 L ， 1 2 是形如 [ a ， go ) 或（一00，的区间，那 
么 L 与 h 是同胚的. 

在练习 4 .2 5 与4. 26 中，要求定义同胚以建立其余的拓扑等价，要求所有各类的区间子 
空间是拓扑等价的. 

从一个族到另一个族， R 的区间子空间不是同 胚的. 尽管这在直觉上是明显的，但在我 

们能明确证明此点以前，还需要进一步研究拓扑概念 4 我们将在第6章做这项工作.（见练 
习 6. 27.) 

例 4. 13设具有标准拓扑的[0, 2 tt ) 与 S 1 分别是 R 与 R 2 的子 空间. 我们把 S 1 中的每 
个点记为 A ， 其中办表示 S 1 上从正实轴起逆时针方向测量的，角度为 06 R 的点.如图 4.12 
所示，由/((9)=办定义/: [0, 2 tt ) — S 1 . 显然/是一个 双射. 

/是否连续？回答是连 续的. 通过观察 S 1 上此拓扑的任意基元素的原象，就可以发现这 
一结果 • 这一基元素可以表示为 U <0<6, a ， beR }. 我们考虑 B 的两种 情况： 
在 JB 中，或不在 S 中，其中户。对应于沒 =0. 如果 p 0 乐 B ， 那么厂 HB ) 是[0， 2 tt ) 之内 
的一个开集 • 如果户。 GB ， 那么 / _1 ( B ) 具有 [0, 2 k } [ jig , 2 n ) 的形式.无论哪种情况， 
/~ HB ) 在此标准拓扑中是[0, 2 tt ) 的一个 开集. 由此得出/是连 续的. 

但/― 1 是否连续呢？回答是不连续！半开半闭区间^0, 在定义域[0, 2 tt ) 中是开集， 

但 /( fo , Ip 在 S 1 中却不是 开集. 因此，/不是一个 同胚. 

事实上，在这两个空间之间没有同胚，因此它们不是拓扑等 价的. 当我们在第6章建立 
涉及连通性的某些性质时，将会发现如何证明这一结论. 

例 4. 14在如图 4. 13所示的每种情况的标准拓扑中，平面拓扑等价于开右半平面 H = 

{(工， y )^ R 2 | x >0) 及开圆盘 i )={(： c ，3>) GR 2 | x 2 + y < i }. 




图 4.12 从 [0, 27 t ) 到夕上的连续双射不是同胚 


图 4 .13平面与开右半平面及开圆盘同胚 
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由 /( x ，3； ) = (e% 3O 定义的函数/: R 2 - H , 是 R 2 与 H 之间的一个 同胚. 它是把竖轴 

射到竖轴的 R 2 到 H 的映射，如下 所示： 

(1) 左半平面映射到 H 中的一条带子，其中 0<jc<1. 

(2) : y 轴映射到直线 ：c = l . 

(3) 右半平面映射到 H 中的区域，其中工>1. 


由 gir, d) = ^j ^- r ， 3 定义的函数 R 2 — 亡是 R 2 与之间的一个 同胚. 它把全平面迅 
速向内收缩而与此开圆盘重合. 

例 4.15 如图 4.14 所示，一个正方体的表面与球面同胚.如果我们认为每个面的中心位 


于3维空间的原点，那么由 fip ) 


定义的函数 


/； C — S 2 是一个同胚.正如我们在图中所看到的，/把 C 
中的点双射到 S 2 中的点，且把 C 中的开集族双射到 S 2 中 
的开集族. 

在以下的例子中，我们发现从一个球面挖去一个点， 

将产生一个与平面同胚的空间. C 

例 4. 16 在 R 3 中，设 N =(0, 0， 1) 是位于球面 S 2 
北极的点.设 X = S 2 — { N }， 并让 X 有传承自 R 3 的子空 
间拓扑.此空间称 为有孔 球面. 我们来证明 X 与平面 R 2 
同胚.请注意，作为 R 3 的一个子空间，平面自然与 R 2 同胚，所以我们把 R 2 视为这样的 
子空间 . 



我们在下面定义函数/: X - R 2 . 对于 X 中的每个点户 = (x ， > ， z )， 作从 N 点出发穿过 
户的射线.我们定义 /( f ) 是此射线穿过平面的唯一点.（见图 4.15.) 此映射称为球 极平面 
射影. 在练习 4.27 中要求为/推导一个特定的公式. 



图 4. 15球极平面射影 

由此图所示，/显然是一个双射，而且/把 X 中的开集族双射到平面中的开集族.因此，/ 
是从 X 到此平面的一个 同胚. 所以，从此球面挖去一个点，将产生一个拓扑等价于平面的空间. 

在以下的例子中，我们将发现如何折叠一个圆柱面的边，从而产生与此球面同胚的一个 
空间. 

例 4.17 设 X 是 R 3 中的圆柱面※/[―1， 1]. 我们通过定义由下列集合组成的 X 的一 
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个分拆来创建一个商 空间： 

(1) 集合 { Xx , y 9 z )} 的每个点，其中 — 1， 1) 而（ X , 

C 2) 在圆柱面顶端的集合 T = { ( x ， ）， 1) | (: c ， y ) G S 1 }. 

(3) 在圆柱面底端的集合 jB ={( jc ， 3 ；，一 1) I ( x , ^ 5 1 }. 

在上一个商拓扑是由函数/>: 定 义的. 此函数把 X 中的每个点，映射到把这 

些点包含在内的 X * 之中的集合 .. 

我们用图 4 . 1 6 图示了 X * 和其中开集的两个 例子. 由于把 X 与 X * 视为相同的，所以集 
合： r 与 b 分别收缩于单独的点: r * 与在： sr 中不包含 t * 或 b * 的一个开集 t /， 与相应的 
X 中的开集夕- ULO ， 在本质上是相同的 • 一个在 X * 中的开集 V 包含点： T * ，但不包含点 

B 、 这与 X 中的一个开集夕― W ) 包含子集： T ， 却与 B 相分离的情况相 对应. 我们可以用类 
似的方式确定 X * 中的另一些开集. 

我们来证明商空间； r 与球面 S 2 同胚 • 如图4 17所示，在 3 维空间中，圆柱面环绕球面， 
此两个曲面都以 z 轴为竖直的中心轴.此外，圆柱面与球面相截于中心在^ 3 ；平面的原点、半径 
为1的圆周，而此球面的北极与南极，分别位于此圆柱面的顶端 （丁） 与底端 （ B ) 的中心. 

为了得到同胚 X x -> S 2 ， 我们首先定义函数/: x -^ s 2 9 再用/来定义函数/通过 
把圆柱面 x ^ sixE — 1 ， 1 ] •上的每个点多沿着一条水平轴射影的方法来 定义. 把 z 轴直接指 

向球面上的点 /(/))• 我们可以把此函数用 R 3 中的极坐标表示为/( I , e , z ) = {^ r ^ 9 d , 
幻.如图 4.17 所示，函数/把此圆柱面映射到具有以下性质的 球面： 

U ) 位于顶端与底端圆周之间的此圆柱面的开子集，被双射到挖去北极与南极后的球面 • 

( 2 ) 此圆柱面的整个顼端的圆周，即集合 T ， 映射到北极 N . 

(3) 此圆柱面的整个底端的圆周，即集合 B ， 映射到南极 S . 


;r 


图 4. 16 



集合 U 与 V 是 X * 中的开集 


图 4. 17圆柱面被/映射到球面 


由于在圆周了与 B 上/是常数，又由于这些集合都被认为是 X * 中的单个 元素， 于是得 
出/诱导一个双射函数 X *^ S 2 . 

为了证明畧是一个同胚，我们检验貧与尽 -1 把开集映射到 开集. 设是； r 中的一个开 
集，并设它既不包含点丁*也不包含点那么发 ( L0 在 S 2 中是与 iv 及 S 都相分离的一个 
开集（见图 4. 18). 然而，如果 V 在包含: T * 的中是一个开集，那么，片把 V 映射到包含 
/V 在内的 S 2 中的一个开集.对于 X* 中开集的另一种情况是类似的.此外，同样方式的论证 
可用于证明尽- 1 把穿中的开集映射到中的开集.因此， g 是； T 与 S 2 之间的一个 同胚. 
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例 4. 18在图 4.19 中，我们看到在3维空间中的两条带子都具有标准拓扑，由于我们从 
一条带子到另一条带子不能实现橡皮肢布那样的变形，它们看来似乎在拓扑学上是不同的， 
但在事实上它们却是同胚的.我们通过以下的步骤，即对第一条带子沿着线段 S 切开，又同 
时对所形成的狭带不加扭曲，然后再把切开的线段重新粘贴在一起，使它们恢复原先的样子， 
来定义从第一条带子到第二条带子的一个映射.此映射在通过上述过程描述的第一条带子上 
取一个点，而把第一条带子上的点映射到终止于第二条带子上的那个点.此映射是这两条带 
子之间以及这两条带子中的开集族之间的一个双射，因而是一个同胚. 

在图 4. 19中左边的带子不是默比乌斯带.此带是在把它的两端粘贴在一起之前，通过拧 
一个整圈而做成.而默比乌斯带是在把它的两端粘贴在一起前，通过拧半个圈而做成.（见 
例 3. 19.) 


例 4. 18提供了在拓扑学中有关等价的一个重要特征.如果我们切割一个物体，可能留下 
一 个在拓扑上与原来的物体不等价的物体.但是，如果把切开的物体沿着它任一边上的点适 
当地重新粘贴在一起，使它们恢复切割以前的样子，那么不管在那时进行多少次扭曲和变形， 
结果是与原来的物体同胚. 

虽然同胚表示两个拓扑空间之间最基本的等价关系，但当大多数人把拓扑学认为是橡皮 
胶布几何学时，同胚不是他们所想象的等价关系.正如我们已经指出 过的， 在图 4. 19中所出 
现的两条带子，作为橡皮胶布不能从一条变形为另一条，但它们却是同胚的.通过橡皮胶布 
来理解等价的理念，将在第12章借助一个连续、参数化的同胚族，即称为“合痕”的概念， 
加以精确化. 

对例4_ 18中，位于3维空间中的两条带子存在的明显差别，需要加以考虑.我们可以通 
过对这两条带子的边，即图 4 . 20所示的曲线&， E 2 进行考察，来观察这一差别.在此图 
的左边， 



® 4.19 在3维空间中同胚的两条带子 图 4.20 在图左，边&与 尽是相 连的， 

而在图右，此两边不相连 
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两条带子的边是相环绕的；而在此图的右边，两条带子的边却不相环绕.我们将在第14章用 
连通数的概念来建立这一理念. 

一个拓扑空间位于另一个空间的内部这一概念，由以下定义得到 •. 

定义 4.15 X 在 Y 中的嵌入是一个函数/: X -^ y , 它把 X 同驻地映射到 Y 中的子空间/( X ). 
我们把嵌入/: 看成是如图 4.21 所示的在 Y 之中放入 X 的一个拷贝. 

在图 4.19 中所出现的每一条带子，看成是在 3 维空间中的一个圆周环嵌人的原象.而这 
些带子与 R 3 的子空间同胚，在第12章， 一 旦我们定义了嵌入之间等价的概念后将发现上述 
对应的嵌入是不同的. 

定义 4,16 设 X 是一个拓扑空间.如果/: [—1， 1] — X 是一个嵌入，那么/的原象称 

为 X 中的一段弧，而如果/: 是一个嵌入，那么/的原象，称为 X 中的一条简 单闭曲 

线 （见图 4.22). 



图 4. 21 X 嵌入 Y 图 4. 22 X 中的一段弧和一条简单闸曲线 


在图4. 2 3中，我们描述在 3 维空间中的几条简单闭曲线 • 嵌人/: 夕 — R 3 十分自然地被 
认为是一些纽结，以及纽结理论的研究对象 • 我们将在第11章和第12章的纽结理论之中， 
进一步讨论嵌入. 



图 4 .23在3维空间中这些纽结是圆周的嵌入 


同胚拥有为拓扑空间而定义的某些 性质. 以下的定理提供了一个例子. 

定理 4. 17 如果/: y 是一个同胚，且 x 是一个豪斯多夫空间，那么 y ■也是一个豪 

斯多夫空间. 

证明设 X 是一个豪斯多夫空间， X — Y 是一个同胚.设: C 与; y 是 Y 中两个不同的点. 
那么广 Ux ) 与厂 Uy ) 是 X 中两个不同的点_于是，存在分别包含厂 Hi ) 与厂七）的分 
离开集 U 与 V . 由此得出， /( U ) 与/( V )是分别包含 x 与 j 的分离 开集. 因此， Y 是一个 
豪斯多夫 空间. . 

定理 4. I 7 蕴涵： 在标准拓扑中的 R ， 与在有限补拓扑中的 R 不同胚，这是由于前者是豪 
斯多夫空间而后者却不是. 

同胚所拥有的拓扑空间的一个性质称为拓扑性质 • 定理 4. 17 蕴涵: “是豪斯多夫 空间” 
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是一种拓扑性质.通常，像豪斯多夫空间那样，用开集定义的性质是一种拓扑 性质. 

正如我们在本节中许多例子所看到的，我们可以通过定义两个拓扑空间之间的同胚来证 
明它们是同胚的.反过来，为了证明两个拓扑空间不同胚，必须证明没有一个函数同胚于它 
们之间所定义的函数.然而，要考虑这些空间之间的每个函数就太难了_变通的办法是，正 
如我们论证在标准拓扑中的 R ， 与在有限补拓扑中的 R 不同胚那样，我们发现，如果一种拓 
扑性质被一个空间拥有，而不被另一空间拥有，那么这两个拓扑空间不同胚 • 

4. 2 节练习 

4.22 考虑在两点集合又={〜 6} 上所有可能的拓扑.指出哪一种是同胚的. 

4.23 找出在三点集合 X ={ a ， 6， c } 上不同的拓扑，每个集合由5个开集 C 包括 X 与 0) 组成，使得其中 
两种拓扑相互是同胚的，但第三种与另两种不同胚. 

4. 24 证明双射/: 是一个同胚，当且仅当/与/― 1 把闭集映射到闭集 • 

4.25 (1) 请为 R 与区间（一 oo, a ) 之间的一个同胚提出一个公式. 

(2) 请为 R 与区间 U ，6) 之间的一个同胚提出一个公式，其中 a <6. 

(3) 已知例 4. 12及本题前两部分中的一个同胚.请证明，如果 L ， 是练习4,12中集族 （1) 内的 
区间，那么 A 与 L 是拓扑等价的. 

4.26 (1) 请为（0，与区间 [ a ，6) 之间的一个同胚提出一个公式，其中 a <6. 

(2) 请为（一 oo , 0) 与区间 U ，6] 之间的一个同胚提出一个公式，其中 

( S ) 已知例 4. 12及本题前两部分中的一个同胚.请证明，如果 A ， 是练习 4 .12中集族 （3) 内的 
区:间，那么 A 与/ 2 是拓扑等价的. 

4. 27 请为例 4. I 6 中的球极平面射影提出一个明确的公式- 

4.28 证明以下的每个论断，然后用它们证明，拓扑等价是在所有拓扑空间的集族上的等价 关系： 

(1) 由 idU )= x 定义的函数 id : X ^ X 是一个同胚. 

(2) 如果/: X — Y 是一个同胚，那么/― 1 : X 也是一个同胚. 

(3) 如果/: X — Y 与 g : 是同胚的.那么 p / : X — Z 也是一个 同胚. 

I 

4. 29 证明在标准拓扑中， R 2 — ( O } 与 SiXR 是同胚的. 

4.30 找出 R 上两种不同的拓扑，使得第一种严格细于第二种，但它们中的每一种相亙同胚 • 

4.31 (1) 请 证明： 存在包含有限多个点的非空开集，是一种拓扑性质. 

(2) 请证明：数轴与具有有限补拓扑的 R 不同 胚. 

4.32 请 证明： 如以下的命题所指出的，同胚保持内部、闭包和 边界： 

(1) 如果/: X — Y 是一个同胚，那么对于每个 A 匚 X ， /( IntC 4)) = Int (/( A )). 

(2) 如果/: X — Y 是一个同胚，那么对于每个 ACIX ，/( C 1 CA ))= C 1(/( A )). 

(3) 如果/: X — Y 是一个同胚，那么对于每个 ACZX , /0( A )) = B (/( A )). 

4.33 设对于 Y 中所有的: y ， 被分拆为形如 XX {： y } 的子集 • 如果我们把此分拆中的集族记为 （XX 
w . 证明：具有所得到商拓扑的 （ xx * rr ， 与 y 同胚. 

4. 34 设 X ， Y 和 Z 是拓扑空间*证明以下三个积 空间： （ XXY ) XZ ， XX ( YXZ ), XXYXZ 相互是同 

胚的. 

4.35 在第3章，我们引进了环面的以下三种 表示： 

(1) 此环面定义为在例3! 5中的， R 3 的一个子空间. 

(2) 定义为例 3. 10中的积空间 S 1 XS 1 . 
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(3) 定义为例 3.20 中把一个正方形的边粘合而得到的一个商空间. 

通过定义这些空间之间的同胚，来验证它们是相互拓扑等价的. 

4. 36 本题我们要确认同胚空间的积是同 胚的. 设/: X—Y 与襄： X '- 公都是一个 同胚.证明: 由 
x ') = (/( x ), 容(/))定义的 A : 是一个同胚. 

4. 37 以用一族拓扑图来表示字母表中的字母为开端.（见练习 3.34.) 通过视觉观察来确定这一族拓扑图中 
哪些拓扑图是同胚的，哪些不是.然后按照拓扑等价把它们整合为等价类. （注： 在第6章，我们将得 
到一些性质，使我们能够证实来自本题中不同等价类的拓扑图是不同胚的，见练习 6. 31.) 

4.3 机器人学的正向运动学映射 

在机器人学领域，存在一种必然会定义的，称为正向运动学映射的连续函数，它在设计 
连杆机构、机器人臂和其他类似机械装置的运动时起作用.在这一节，我们通过几个例子考 
察涉及此函数的某些有趣的性质和问题. 

请回忆在例 3.29 中已经提出过的连杆机构，它有两根杆，再次在图 4, 24 中图示.在本 
节，我们总假定杆 S 短于杆 A . 此系统的构形空间是环面 S ^ XS 1 , 在这里，第一个 S 1 ， 对应 
于杆 A 绕它的固定端旋转角度为〜的 圆周，而 第二个 S 1 ， 对 应于杆 S 绕它固定在杆 A 上的 
端点而旋转角度为 I 的圆周. 

此连杆机构的运算空间，是由杆 B 的端点所描述的 空间. 在这种特殊情况下，我们可以 
把此连杆机构想象为一个牵引装置，而把此构形空间想象为，我们可以在杆 B 的端点用一支 
笔涂色的所有点的集合.这样形成的运算空间是一个圆环.（见图 3.40.) 

通常，在研究一个机械或机器人臂的设计时，我们关心的是在此机构上的特殊点，在那 
里配备了一个工具提供特定的功能，诸如喷漆、托起一个部件、钴一个孔等等.这样的点称 
为端点操纵 装置， 而此运算空间是由此端点操纵装置所描述的空间.为了我们的目的，把端 
点操纵装置看作为一个点，在那里有一根在牵引装置上的笔，这就足够了. 

对于一个机械装置构形空间中的每个点，我们联想起在运算空间中与端点操纵装置相对 
应 的点. 于是，函数/已被定义，它称为此机械装置的正向运动学 映射. 当然，可以假定正 
向运动学映射是连续的，这是由于，在此构形空间中挨在一起的点，与此运算空间中挨在一 
起的点相 对应. 在上述二杆连杆机构的情况下，/是如图 4. 25 所示的，从环面到圆周环的一 
个连续映射. 



图 4 .24二杆连杆机构 图 4. 25二杆连杆机构的正向运动学映射 


机器人学领域的一个重要问题是，一个机械装置运算空间中的已知路径，是否能用端点 
操纵装置来描述.在上述例子中我们可能要问，是否存在一种方法来控制此构形空间的变量 
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^和〜，从而在此运算空间的圆环中产生一条已知的路径（见图 4. 26) 呢？换句话说，试问 

此连杆机构能不能在此圆环中画出一条已知的路径来呢？ 

让我们把上述想法在数学上进一步精 确化. 

定义 4.18 设 Y 是一个拓扑空间.并设 [0, 1] 匚 R 具有标准 

拓扑 • Y 中的一条路径是一个连续函数[0， 1] 我们称此 

路径以 fi (0 ) 为 起点，以夕 （1) 为终点.（见图 4. 27-) 

我们可以认为，一条路径是从时刻0到时刻1在 Y 中描绘出的 

一条轨道.而一条路径是一个函数，我们常使用路径这个术语来称图 4 . 26 连杆机构能不能描 
呼一条路径的原象 • 绘出已知的路径 

设我们有具有构形空间 C、 运算空间 o 及正向运动学映射/: c—o 的一套连杆机构.已 
知运算空间的一条路径声：[0, 1] — 0,试问与路径描绘有关的以下一个 问题： 是否存在一 
条构形空间的路径心 [0, 1] 使得 (见图 4. 28.) 如果这样的 g 存在的话，我 

们就称9描述 A 


4 

E - ] 

3 1 

图 4. 27 y 中的一条路径 图4, 28如果>=/。尽则路径 g 描绘路径/> 

说起^描述就意 味着， 存在通过在此构形空间指定路径 g 的方法来使此连杆移动，从 
而在此运算空间中就得到所希望的路径么寻求与给定运算空间路径相对应的构形空间路径的 
问题，称为逆向运动学问题. 

例 4 .19考虑在图 4. 24中所示的二杆连杆 机构. 我们把构形空间环面表示为一个正方 
形，此正方形如3. 3 节中那样，把它的各边视为相 同的. 此正方形的水平方向，对应于角度 
0 A ; 而竖直方向，则对应于角度知. 

设户是如图 4 .29所示的，在此运算空间中的一条圆形 路径. 那么， 夕可以 用一条与固定 
在^处保持角度^的构形空间路径9来描述，而知从0变为 2 tt . 

再设/>是如图 4 .30所示的，环绕此运算空间圆环的中心的一条圆形 路径. 在此时， p 可 
以用一条与固定在^处保持角度％的构形空间路径 g 来描述，而 (9 a 从0变为 2 tt . 






图 4. 29构形空间路径 g 描述出运算空间路径图 4 .加构形空间路径 g 描述运算空间路径/> 
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考虑如图 4.31 所示的两条运算空间路径.路径 A 是与此圆环的内圆和外圆相切的一条 
圆形路径. 外有两 条以杆 S 的长度为半径的圆弧.在练习 4.38 中，我们请读者寻求描述这些 
运算空间路径的构形空间路径. 

同时，有可能找到一条构形空间的路径，使得 
一 个机械装置，能够沿着在运算空间中一条特定的 
路径移动，有时此过程源自此机械装置不可靠的构 
形.在以下的例子中，我们就会发现这一情况，并 
看出它如何对航天飞行的导航系统产生影响. 

例 4.20 考虑图 4.32 所示的机械装置.设此 图 4 . 3 1描述图示路径的构形空间路径存在吗 

机械装置的元件可以如图所标明的方式那样转动.这种能转动的元件称为万向架，而由于每 
个支架都可以绕轴转动 360 度，所以，此机械装置的构形空间为 SX ^ XS 1 ， 即 3 维环面， 

此机械装置的运算空间，是由内支架上指针的顶端所描画出的空间.此指针的另一端， 
位于全部的三根轴上，因而是固 定的. 此外容易看出，此指针的顶端在可以面向 3 维空间的 
任意方向，因而此运算空间是一个球面. 

同时，此机械装置允许此指针指向任意方向.存在一些构形，由于这些构形运动的自由 
度受到限制 • 机械装置的这些构形导 致框架自锁的 现象，并如图 4.33 所示，当 3 个支架共面 
时，出现此 现象. 由于此万向架这样被装配起来，所以无论是外支架还是内支架的旋转，都 
源于此指针在此运算空间，即球面的赤道上所画出的一条路径 • 与此相对照，中间支架的旋 
转，使此指针固定在同一点： r . 于是，此机械装置的每种光滑运动，通过这种构形就形成一条 
在点 x 与图示的赤道相切的路径 • 因此，如果此机械装置完全实施这种构形，并产生一条与 
此赤道不相切的路径，那么此机械装置必定中止于这种 构形. 与这一构形对应的构形空间的 
点，称为正向运动学映射的 奇点. 





我们没有为正向运动学映射的奇点提供一个正式的定义，这是 由于， 这需要探讨来自微 
分几何学和微分拓扑这些冰域的 概念. 然而，重要的是要意识到，奇点是与此机械装置的构 
形相对应的，构形空间中的点，而不是在此运算空间中 的点. 在本例中，如果此万向架是按 
图 4 . 3 2 那样装配起来的话，那么在运算空间中对应的点，就是在图 4.33 所示框架自锁中的 
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同一点 I 在图 4.32 中的构形不是奇异的，而且也未对寻求通过工的路径提出限制 • 

在20世纪60年代后期和70年代前期，在美国航空航天总署开展有人操纵的登月航天飞 
行活动期间，在框架自锁有关的构形方面及航空航天技术方面提出了挑战.每个航天飞行器 
的导航系统包栝一个类似于图 4. 32所示的万向架机械装置.虽然我们仅对这样的系统作了简 
单的概述，但是由此构形空间中的奇点所引出的问题，在本质上是一样的. 

航天系统的惯性测量单元 ( TMU ) ,如图 4.34 所示，附属于此航天器之中，并包含一个3 
维万向架.其内支架放置 IMU 的主要功能元件——稳定的平台.在此稳定的平台内存在具有 
两个重要作用的电子和机械系统.第一个作用是为空间导航确定一个参照系，第二个作用是 
因为为了防止框架自锁，当航天器连续改变方向时，这些系统使此稳定的平台保持在一个固 
定的方向，因而保持此参照系恒定. 

当此万向架装置处于图 4.35 所示的奇异位置时，就会出现框架自锁.在此奇异位置，如 
果此航天器转向到垂直于此万向架平面的一个轴，那么这3个支架就会在它们所在的平面扭 
在一起，保持此框架的自锁构形，并使稳定平台转动，导致参照系丧失.事实上，包括这样 
一 个旋转部件的航天器的每种运动，自锁引起参照系的丧失. 




图 4. 35由于框架自锁构形而引起稳定 

平台转动从而导致参照系丧失 


框架自锁与这些航天飞行器有这样一种关系，也就是当框架自锁即将出现时，用作一种 
警 示器，以便让航天人作出 变更. 于是，这些航天人就能让航天器连续改变方向，从而使 
IMU 摆脱框架自锁，因而转为重新设置参照系的紧迫任务. 

本节中的上述例子表明，正向运动学映射的分析，在机械系统的设计中是重要的.正向 
运动学映射就可以为一个有待考虑的机械装置不可能的、受到限制的构形，或可能存在问题 
的构形提供关键的信息. 

4. 3节练习 


4 - 38 考虑图 4 . 24 中的二杆连杆机构及图 4 . S 1 所示的两条运算空间路径.在此构形空间环面的图中，分别 
画出描述 路径九，九 的路径奶，仍的草图. 

4 - 39 考虑图 4.24 中的二杆连杆机构.如果当构形为知）时，通过固定 心而让 〜改变的方式所得到 
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的运算空间路径，与通过固定知而让〜改变的方式所得到的运算空间路径相 垂直， 此连杆机构的一 
种构形（心，知）是一种奇异构形.试确定此连杆机构的这种奇异构形. 

4 . 40 考虑图 4.36 (1) 所示的称为瓦特4联杆机构运动的连杆 机构. 每一根杆 A 与 B 都有一端被按在平面 
上，而另一端与杆 C 的一个端点相连.在每个被按住的点和每个连接点，各杆都可以 转动. 设想我们 
在杆 C 的中点有一支笔.按图示，心是杆 A 从水平轴起按逆时针方向测量的角，^与杆 B 的关系同 
样如此 • 这个构形空间，是与此连杆机构所有可能的构形相对应的角度偶 知） 的集合.在图 
4. S 6 C 2) 中，它被表示为札〜平面的一个子空间.运算空间是由这支笔所描绘出的此平面的子空间， 
这已在图 1 2 * 4 . 36 (3) 中描绘 出来. 请你为此连杆机构建立一个运行模型，以观察它是如何操 作的. 



图 4. 36瓦特4联杆机构及其构形空间与运算空间 


(1) 考虑构形空间点（^，知）的 集合. 解释并说明为什么这里有^的两个值，而与知对应的值只 
有一个. 

(2) 通过在构形空间示意图上选取一组点，展示瓦特4联杆机构运动的正向运动学映射，并说明它们 

把何处映射到运箅空间的8字 形上. 在你的点之中，包括了在此构形空间中映成此8字形中交叉 

点的两个点. 
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度量空间 


最一般和最有用的拓扑空间要数所谓的度量空间了.这个概念来自对基本集合中点之间 
距离的测量.测量距离的概念，超出了通过拉伸一根卷尺来确定两个物体相隔有多远的观念. 
例如，像我们将看到的，通过考虑两个函数图形之间的面积，可以度量它们之间的 距离； 两 
个词之间的距离，可以通过计算从一个词到另一个词需要改变多少个字母来度量.对一个集 
合元素之间的距离加以度量并进行比较的能力，通常是难以达到的.因为度量空间的结构比 
一般的拓扑空间更复杂. 

度量空间在分析学的数学领域中起重要的作用，并出现于众多有趣的应用场合.在 5. 2 
节，我们将介绍它们在研究纠错码，以及去氧核糖核酸 （ DNA ) 序列中的应用. 

首先，在 5.1 节，我们介绍度量作为本章的开始.然后，在 5. 2节讨论应用，在 5. 3节考 
察度量空间的性质，在 5. 4节介绍可度量化的概念. 

5- 1度量 

定义 5.1 集合 A 上的一个 度量， 是具有下列性质的函数 XXX — R ： 

(1) 对于所有 x ， y ^： X , d ( oc ， ,等号当且仅当 = 时成立 • 

(2) 对于所有 X ， d ( x 9 y )^= cKy 9 a :). 

(3) 对于所有 o :， y ^： X , dixy 3 ?) z )^ d ( x , z ) (三角不等式）. 

我们称 dU ， 3 ；) 为： c ， y 之间的距离， 并称由集合 X 与度量 d 组成的{ X ， d ) 为 一个度 

量空间. 

请注意，当我们测量点之间的距离时， d 具有我们预期的性质.两点之间的距离至少为 
0,而仅当这两个点是同一点时，它等于 0. 从点 X 到点^的距离，与从点^到点 X 的距离是 
相等的.最后，从 x 到然后再从 J 到％的距离，绝不会短于直接从1到 z 的距离. 

例 5_1 在 R 上定义 dU ， ： y )=| x — j |_ 这称为 R 上的欧 氏度置或标准度量. 对于一个 
度量来说，条件 （1) 与 （2) 可以直接得到的.而三角不等式通过考虑各自分离的有序的3 
个点： c ， j ， 〜就能很容易地验证.例如，当时，我们有 

晒 

d ( x f y ) + d ( y ^ z ) = (x — 夕）+ (z — y ) 

> z — y 

^ Z — X 

= d ( x , z ). 
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例 S .2 我们引入在平面 R 2 上定义的3种不同的度量 • 用图 5. 1来说明如何测量点夕= 

( Pi ， p 2) 与点<? = (奶，仍）之间的距离. 

在 0.4 节中我们已定义 

d(,p 9 q) = — Qi ) 2 + (^2 — q^y 

为欧氏距离 公式. 我们指出， d 满足使之成为平面上一种度量的3种性质.我们称 d 为 R 2 上 
的欧氏度置或标准度最. 由这种度量测量出的，是平面上的点之间的直线 距离. 

以下再定义右（夕， q )-\ pi - qi \ + \ p 2~ q 2 |. 要证明 A 满足一个度量的3种性质是一 
件轻而易举的事（见练习 5.1). 这种度量称为 出租车度置或曼哈顿度置， 这是由于它所测量 
的是垂直行进的总距离加上水平行进的总距离，正如你在一个域市中被限制在东西向和南北 
向的水平向和垂直向的街道行进一样. 

最后 定义如 （#， g )== max { | 办一仍 | ，\ p 2~ q 2 \}- 函数如是一种度量（见练习5.2)， 
它称为 最大值度量. 此时两点之间的距离，是它们坐标之差的最大值， 

早先，当我们在平面上提出标准拓扑时，曾用欧氏距离公式把它定义为开球的一组基. 
证明开球的集族是一组基所依据的事实，仅仅是欧氏距离公式满足成为一种度量的各种性质, 
因此，正如我们以下要证明的，给定在一个集合上的一种度量，就可以借助由这种度量所确 
定的开球，来定义此集合上的一种拓扑. 

定义 5.2 设 CK，cO 是一个度量空间.对于：及 s >0， 定义集合 

B d ( x , e ) = {y 6 X \ d ( x , y ) < e } 

为以 x 为中心、 s 为半径的开球， 并定义集合 

B d ( x 9 e ) = {y G X \ d ( x , y ) ^ b } 

为以 x 为中心、为半径的闭球. 

定理 S .3 设（ X ， J ) 是一个度量空间，开球的集族 
(B = { B d (x , e ) \ x €: X 9 £>0} 是 X 上一种拓扑的一 组基. 

在证明定理 5. 3以前，我们需要确认下列引理： 

引理 5*4 设（ X ，是一个度量 空间. 如果 xGX ， e >0 且 y 6 B d U ， e ), 那么存在 

5>0 ，使得氏 ^ ， S)CZB d (x 9 e). 

证明 设如图 5. 2所示， S = e - d ( x , y ). 接下来证明氏 d ) C ： B d U , e ). 



图5,1用欧氏度量、出租车度量和最大值度量测量距离 图 5. 2设 ： y ) 

为了证明此论断，设任 一 沒 B〆 》， 8)，那么 d ( jy ， z )< ZS . 于是， 

d{x,y) + d(y,z) <C d(x ， y) + d 




度量空间 


〈 dixjy) + (e — d(x 9 y )) 
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因此， dix , z }< e , 蕴涵凡 （ x ， e )- 所以私（> d ) C ： B d ( x , e ). ■ 

定理 5.3 的证明 我们需要 验证® 确实是一组基.在 X 中的每个点，包含在《的一个集 
合中，这当然是没有疑问的 • 事实上，对于任一 e >0, x ^ B d U , e ). 

为了确认一组基的第二个条件得以满足，我们必须证明，如果工6玖门氏， 且氏， B 2 e 
®， 那么存在 B 3 e ®， 使得: 

设氏，执是®中的两个集合，并设 xe 氏 ns 2 . 那么由引理 5. 4,存在成，炎>0,使得 
札 ( x ， ft ) 匚氏且艮（工，私）匚氏.设占二灸}，那么艮 U ， 幻匚玖门氏，正是我 

们所要证明的. 

于是得出《是 X 上一种拓扑的一组基. ■ 

由于与一种度量相关的开球的集族是一组基，因此立即得到一种 拓扑: 

定义 5.5 设 iX，cD 是一个度量空间.由开球的基 ® = £) |^ eX , £>0} 所生 

成的拓扑，称为由 d 诱导的拓扑， 并称为一 种度量拓扑. 

从现在开始，当我们提到一个度量空间（ X ， d ) 时，就假定它是具有由 d 诱导的度量拓 
扑的一个拓扑空间. 

以下的定理为确定一个集合确实是在一个度量拓扑中的一个开集，提供了有用的 条件： 
定理 5.6 设 ( X ， d ) 是一个度量 空间. 当且仅当对任一： y 6 L /， 存在一个5>0，使得 
BAy , d )[ U ， 集合 U 匚 X 是由 d 诱导的这种拓扑中的开集.（见图 5.3.) 

证明 见练习 5. 9. ■ 

在一个度量空间中，开球是开集，这是由于它们是此拓扑中的基元素.直接可证明闭球 
是闭集.（见练习 5.14 (1).) 

例 5.3 考虑由 dU ，3；)=| x — 3；|定义的 R 上的度量，我们看到与此度量 d 有关的基元 
素是开集 

B d ia :, e ) = 6 R || x — ^ I < e } = (x — e，x + e ). 

由于通过设及 e =^ y ^， 在实轴上的每个开区间 U ，6) 可表示为形如 （x — e ， 

x + e ) 的开区间，于是上述这组基恰好是 R 上此标准拓扑 的基. 因此，由 R 上此标准度量诱 
导而来的拓扑是标准拓扑. 

例 5 . 4 再考虑在例5,2中所介绍过的 R 2 上的3种度量.我们在图 5.4 中以图解的方式 
列举了与这3种度量有关的开球. 





_ 


f f:l::r:-l 


图 5. 3集合 U 是开集，当且仅当对于 
LJ 中的每个: V ，存在包含于 L ； 
中的一个以 y 为中心的开球. 


0 5.4 在标准度量、出租车度量和 
最大值度量中的开球 
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在由 


dXp ， q、 = \J — q\ ) 2 + (p2 — 仍） 2 

给出的标准度量中，所得到的基元素通常是此平面中的整个开球.在例 1.11 中，我们定义了 
把这组基作为 R 2 上标准拓扑的基而得到的拓扑.所以 R 2 上标准拓扑，是由此标准度量 d 诱 
导而来的拓扑. 

然后，考虑由 

d T (p,q) = \pi ~qi\+ I p2 — ^2 I 
定义的出租车度量.所得到的是形如 

B dT (p ， e) = {q G R 2 I I I + I P2 一 仍丨 < e} 

的基元素.在这里，开球 b , t (户， e ) 是一个以夕为中心、从 p 到各个角点相距为 e 的开方块. 
用定理1,13可证明，这种度量也诱导出 R 2 上的标准拓扑.在 5.3 节中，我们将引出一个允 
许直接对度量拓扑进行比较的一般结果（定理 5. 15), 在那里，我们用它来证明此出租车度量 
诱导出 R 2 上的标准拓扑. 

最后，考虑由 

d M {pfq) = max{ \ pi ~ q\ \ A P2 ~ qz\) 

定义的最大值度量 • 按照这种度量，一个开球(户， e )， 是以夕为中心、各边的长为 2 e 的 
一个开正方形.在这里，定理 1.13 或定理 5.15 可以用来证明，最大值度量诱导出 R 2 上的标 
准拓扑.（见练习 5.26.) 


正如同平面 R 2 的情况一样，在 R ” 中的欧氏距离公式定义了一种度量（称 为欧氏度最或 
标准度 置），而所产生的度量拓扑，是在 1.2 节中所介绍的 R ” 上的标准拓扑 • 


例 S .5 设 C [〜幻是连续函数/: [ a ，6]— R 的集合.已 
知两个连续函数/， g ， 定义 

b 

% 

p 、 f ， g、= 1/( 工）一 gix) I Ax. 

it/ 

a 

这个函数测量出从 a 到6, / 与 g 的图形之间的面积.（见图 5.5.) 
可直接证明^0满足一个度量所需要的3种性质.（见练习 5.7.) 
我们究竟是如何知道 〆 /， g ) 是确定的，特别是按此定义的 
积分，为何是有限的呢？原来拓扑学提供了一个解答.由于/与 g 



是连续函数，在 〆 /， 莒）的 k 义中的被积函数|/一也是连 续的. 图 5.5 / 与 g ■之间的距离是 
在介绍连通性的拓扑性质的第7章将看到，在一个紧致域（例如 R 它们图形之间的面轵 

中的一个有界闭区间）上，一个连续实值函数有一个最大值和一个最 小值. 因此，如果 M 是 


I /— g 丨在 [ a ，6] 上的最大值，那么 


0 < I /(工） 一 gix ) | dx ^ M{b — a ) , 

a 

于是得到 P ( f , g ) 取有限值. 

由具有从 p 诱导出拓扑的 C [ a ，6] 所组成的拓扑空间，是函 数空间 的一个例子.在数学 
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分析这一领域，函数空间广泛地用于称为算子的映射的研究，算子把函数映射到函数. 


5. 1节练习 


5.1 证明 R 2 上的出租车度量满足一个度量的3种性质 • 

5.2 (1) 证明 R 2 上的最大值度量满足一个度量的3种性质 ■ 

(2) 解释为什么 dip ， g ) = min { | pi — |， \ p2 ~ q2 \ ) 不能定义 R 2 上的一个度量 • 


5.3 对于 R 2 上的两个点，和）及 92 ) 定义 

1 若户1 # 或 I 夕 2 — 92 丨> 1 ， 

Pz — qt 若户 I = gi 且丨户 2 — 仍 | < 1_ 


dviptq ) 


(1) 证明心是一个 度量. 


(2) 描述在此度量如中的开集. 


5.4 对于圆周 S 1 中的点/>， g ， 定 Xdip , g ). 等于为使点 p 与 g 重合此圆周需要转动的最小非负角（以弧度 
计）.证明^是 S 1 上的一种度量. 

5.5 设 X 是一个非空集合.在；上定义^为 


(0 

d(x 9 y) = 


若工 = ： y ， 
若工 _ :v. 


证明 d 是一个度量，并确定在 X 上由 d 诱导的 拓扑. 

5.6 设 c / 是在一个有限集 X 上的一个度量.证明在 X 上由 d 诱导的拓扑是离散拓扑. 


5.7 考虑按例 5. 5定义的 p 

(1) 用积分的性质证明^是一种度量. 

(2) 请解释对于开区间 U , 0上的连续函数/与 g ， 我们通常不能定义 〆 /，紅). 

5. 8在 C [ a ，6] 上，由连续函数/: [ a , 6] —R 的集合定义 ( Om (/， g ') = max x ^ a , bl { | /(* r )— 贫 O ) | } ■假 

定这样的最大值总存在（在第7章我们稍作证明），证明~是一个度量. 

5.9 证明定理 5. 6: 设（ X ，…是一个度量空间.当且仅当对任一 3^1/,存在一个5>0,使得艮（> 

U ， 集合是由 d 诱导的这种拓扑中的开集. 

S.10 (1>设（ X ，是一个空间的一种 度量. 对于工， yGX ， 定义 


D(x,y) 


d ( x 9 y ) 

1 4 - d{x,y') 


证明 D 也是 X 上的一种度量. 

(2) 解释为什么在 X 中的两点没有一种或多种与此度量 D 不同的距离. 


5. 11在整数集 Z 上，由下式定义的函数^是一种 度量： 

(0 若工= ： y ， 

377 } 若 

5.12 设 S 是以0与1为元素的序列集合.对于1=(々，心，力，…）和3^=(%，： y 2 , 力，…），定义 



⑽ 

(1) 解释为什么对于所有的 _ r ， 3；，表达式必: r ， j ) 的无限和是收敛的. 

(2) 证明 d { x \ y ) 是一种度量_ 

(3) 设 E 是由所有最终为0的序列所组成的 S 的子序列.因此，如果存在 N >0, 使得对于所有 
Nr 都有心=0,那么 j — Uh _ x 2 , 而，…）在 E 中.证明： 在由 d 诱导的拓扑下， E 在 S 中是 
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稠密的. 

5. 13 设（ X ， d ) 是一个度量空间.假定 XXX 具有积拓扑.此拓扑来自具有由 d 诱导而来的拓扑的 X 的 
每个拷贝.证明距离函数 A XXX — R 是连续的. 

5.14 设（ X ， tO 是一个度量空间. 

(1) 证明： 在由 J 诱导而来的 X 上的拓扑中，采用度量 d 的闭球是闭集 • 

(2) 在 具有标 准度量 d 的 R 中 证明： 对于 e >0 和 xGR ， 闭球瓦 U ， e ) 是开球氏 U ， e ) 的闭包. 

(3) 举一个度量空间例子，在其中，闭球未必是对应开球的闭包. 

5. 15 设（ X , d ) 是一个度量空间，且 AC ： X . 证明： 当且仅当在 A 中存在一个收敛于工的序列， 
Cl ( A ). 

♦ 

5.2 度量与信息 


度量空间用于涉及信息存储、处理和提供等各方面的应用. 一 连串的符号，像组成你正 
在阅读的这些文字的字母，就是基本的信息单元 • 在任何场合，我们希望对信息单元之间的 
相似性和差异性进行测量.一种可找到的合适的度量可以承担此事 • 在本节，我们来考察两 
个特殊的例子.第一种信息单元，是被传送的二进制 代码； 而第二种信息单元，是在一个 
DNA 分子中为核苷酸链建模而采用的字母序列. 

纠错码 

随着通过电话线、互联网或从空间卫星到地球所传输的信息量，大得令人难以置信•至 
关重要的是，要知道已知信息是否已经完整地收到.由于电子浪涌、宇宙辐射或其他各种因 
素的影响，我们预期在传输中会出现某些 差错. 当这种错误出现时，我们应该能够识别，并 
对有差错的信息加以纠正，这就把我们引向纠错码理论这一 领域. 

设我们要发送某条信息.假定此信息以二进制代码的形式存放，也就是说我们的信息由” 
个0与1的有限序列所组成，这个序列称为一个字.我们还假定在传输中某些0变为1，某些 
1变为 0. 由于不允许丢失或添加项目，所以这个字在到达时它的长仍然为〃.请注意，正如 
我们通常认为的那样，在此我们称一个字由几个字母组成，构成一条特定的信息. 

每个长为《的字，可以看成是一个长为〃的所有元素为0或1的向量.我们把所有可能的 
集合记为”={(〜，•••， a n )|a,e{0, 1}}. 所以， P 是集合 {0, l}n 个拷贝的积.我们要 
为这种集合设置一种度量. 

定义 5.7 字长为《的两个字之间的海明距离 D h ( i ， 夕），是在它们中所放置的不同字母 
的数量. 


例如，已知 

x = (0 ，0，1，1，0，0,0，1，0)， 
y = (0，1，0，1，0,0.，1，1，0)， 

我们发现，： C 与 y 的第 2, 3, 7 个位置上的数字是不同的，因此 D H (: T ， ： y)=3. 

海明距离是在 P 上的一种度量.（见练习 5. 16.) 由于 P 是一个有限集，海明距离诱导 
而来的拓扑是离散拓扑.（见练习 5. 6.) 

实际上，发送信息并不需要用 V ”的全部元素，与在英语中一个词使用所有可能的《个字母 
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串相比，有过之无不及 • 我们在 W 中取这些字的一个子并从中挑选我们所要传输的字. 

定义 S .8 字长为 rz 的一个码是的任一子集.我们称 C 的元素 为代码字- 
如果所发送和接收的码与一个特定的码相符，那么当到达的 一个字 不是代码字之一时， 
接收者就知道在传输中至少出现了一个差错. 

定义 5.9 设 C 是长为 w 的一个码.此码的两个代码字之间的最小海明距离，定义为此码 

C 的最小距离. 

例 5.6 考虑由 C ={(0， 0，1，0，0，0)，（1，0，0，1，1，1)，（1，1，1，0，1，1)， 

(0, 1，0, 0, 1， 0)} 给出的长为6的码.我们可以看出，这些代码字之间的最小距离为 3. 

如果我们收到一条信息，知道它至多有一个 错误. 这就意味着，在它的项目之一只要改 
变1，那么我们就能说出所推测到的是哪个代码字.在\^中不存在这样的字，在 C 中两个不 
同代码字不带一个差错.如果存在这样的字，那么根据三角不等式，这两个代码字的相互距 
离不超过2,但这就与任意两个代码字之间的最小距离为3的事实相矛盾. 

这就明确表达出了纠错码的基本理念.我们在每个代码字周围，安放一个以整数为半径 
的开球.如果传输给我们一个字，在传输中出现 「一1 个或不到 r — 1个错误，那么我们所收到 
的这个字位于一个开球之中，这个开球的半径为 r ， 中心在原来发送的这个代码字的附近•但 
是它可能位于半径为 r ， 中心在其他代码字周围的开球之中.然而，如果在不同代码字的附 
近、半径为 r 的开球不重迭，那么收到的这个字必定在唯一的开球之中，因而我们就知道， 
它正是所发送的那个代码字.我们能纠正错误并确定真正 的字. 以下的定理使上述想法严格 
化.设[工]表示小于或等于 x 的最大整数. 

定理 S . 10如果选取一个长度为 / Z 的代码 C ， 使得它的最小距离是3，那么每条长为 n 的 


具有 


d-l 

2 


或不到 


d — 1 


个错误的信息就能被糾正 • 


证明 设 c 是被发送的原代码字，而/是所收到 的字. 由于/的错误不超过 


d-l 


个 


我们知道 D h (/， C )< 
看出 


d-l 

~ 2 ~ 


. 设存在第二个代码字^使得 D h (/，/)< 


d-l 

一 2 — 


. 那么就可 


D h (c ， 〆 ） <D h (c ，/) +D h (/ ， _c’) 


< 


d-l 


d~i 



d — i 


1， 

这就与最小距离是^相矛盾.因此， c 是与/相距不超过 


d-i 


的唯一的代码字.所以必定是 


原来所发送的那个代码字. ■ 

我们希望一个代码应具备以下两种有用的特性.首先，它应该能够允许我们纠正数目庞 
大的错误.这就意味着我们不希望挑选太多的代码字，由于我们希望存在大的彼此分离的开 
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球，每个开球以代码字为中心.其次，希望有足够的代码字，以便能发送各种不同的信息 • 
例如，码 c =(0, 0, 0, 0, 0) 让我们纠正至多 5 个错误，但它不允许有用信息的传输，由于 
它是能发送的唯一的字.最后，我们要使在中所能容纳的给定尺寸的分离开球的数量最大 
化.（例如，见练习 5.19.) 

检测和纠正错误，是计算机科学和信息科学业界活跃的研究领域_度量、海明距离之类 
的概念，在这些研究中当然起着至关重要的作用 • 

DNA 序列 

DNA 是由无数原子所组成的一个又长又细的分子.在它的结构内部，存在确定基因结构 
的密码.与 RNA (在 1.4 节已介绍过）一样， DNA 由核苷酸 组成. 一个 RNA 分子由单一的 
核苷酸链组成，而一个由两条链缠绕在一起所构成的 DNA 分子，是被人们熟知的如图 5. 6所 
示的双螺旋线. DNA 中的核苷酸形成4种 类型： 

腺嘌呤 （ A )、 胞嘧啶 （ C )、 乌嘌呤 （ G ) 和胸 
腺嘧啶 （ T ). 在我们对 RNA 的介绍中曾说明 
过， 一 串核苷酸具有成对拧在一起使此链弯曲成 
形的倾向.在一条 DNA 链中的核苷酸也是成对 
的，但是与相对的那条链上邻近的核苷酸成对. 图 DNA 分子的示意图 

(腺嘌呤与胸腺嘧啶成对，乌嘌呤与胞嘧啶成对 .） 事实上，这两条链是这样构成的，也就是 
使得一条链上的每个核苷酸，与另一条链上邻近的核苷酸成对.于是一条链上核苷酸的序列， 
确定了相对的那条链上的序列，而我们可以用字母 A ， C ， G ， T 的一个序列，来表示一个 
DNA 分子的局部或全部，而此字母序列，与由这两条链中之一所提供的核苷酸序列相对应. 

在与 DNA 研究有关的最重要的问题之一，是如何对不同的 DNA 序列进行比对，一个 
DNA 序列与另一个 DNA 序列究竟有怎样的差别，在某种意义下，这是这两个序列之间演变 
距离的一种度量（而经过推广，是导致生物起源的，它们相互之间演变距离的一种度量).当 
一个物种分化成为两种新物种时，就会在进化树上形成一个分叉，此物种的最初所确认的 
DNA 序列，开始积累独特的变异.把这两个序列之间的差别用这些差别的一个函数来度量， 
就为洞察每个物种进化史的本质提供了条件. 

在进化的历程中， DNA 序列的差别以不同的方式出现.其中最普通的是核苷酸替换，即 
在一个 DNA 序列中相对于原序列来说， 一 个字母明显的替换.如果这是在两个序列之间所出 
现唯一的一种改变，那么海明距离就（通过计算替换的总数）为确定它们之间的距离提供了 
一种有用的度量.在 DNA 之中常出现的另一种改变，是核苷酸的添加或删除，这反映在相应 
DNA 序列中字母的添加或删除.在此时，在所改变序列之中所有随后的字母，看来弥补了相 
关的原序列.当两个 DNA 序列确实非常类似时，就导致它们之间有较大的海明距离.为了处 
理这个问题，我们介绍另一种在进行比较时有用的度量. 

设 X ，： y 是字母 A ， C ， G ， T 的两个序列.我们通过确定必须对 x 作多少次运算才能变 
为 y ， 来测量 x 与 y 之间的距离.我们对1允许三种类型的 运算： 能在 x 中添加任何 字母; 
能在 x 中删除任何 字母； 能用一个不同的字母替换任何字母.设 L 表示在此序列中所添加字 
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母的 数量； 4表示在此序列中所删除字母的数量； r s 表示在此序列中所替换字母的数量•因 
此， 从 x 变为: y 所需要进行运算的总数为之 +4 十~当然，把 x 变为5所需要进行运算的序 

列有多种选择，因而，以下述方式来定义工与^之间的距离： 

定义 5 . 11 序列 工与 y 之间的莱 文斯坦 ( Levenshtein ) 距离 定义为 

D l (x,v) = min{ z s + ii s + } , 

s 

其中最小值取遍把 Z 变为： V 的所有序列 s. 

例 5 . 7 设 x = AGTTCGAATCC ， 而 ^ = AGCTCAGGAATC. 


那么，我们可以通过下列过程从: c 变为… 


替换 T 
添加 A 
添加 G 
删除 C 


AGTTCGAATCC 

AGCTCGAA.TCC 

AGCTCAGAATCC 

AGCTCAGGAATCC 

AGCTCAGGAATC 


通过考察具有3种或3种以下的运算的所有可能性，能检验出为了使我们能从 AGT ¬ 
TCGAATCC 到： AGCTCAGGAATC ， 正如在上面所看到的，需要进行添加、删除、替换 


这三种运算的最小数量为因此， D L ( x ， 

例5,8 x=AGTTGAATAC, 而： y = AGGGTTGAATA. 乍一看来，我们发现 x ， 汐 
似乎有点类似.事实上，它们有一段 GTTGAATA 是共同的.不难确定，： r 与 > 之间的莱文 
斯坦距离为 3. 与此相对照，如果我们计算 z 与 y 之间的海明距离（计算二者不同项目的数 
量），得到 7. 于是在本例中，由： c 与 y 类似的结构可得，与海明距离相比，莱文斯坦距离能 
较好地反映 x 与: y 的近似性. 

莱文斯坦距离也可用于拼写检查、语音识别和剽窃检测.许多度量研究者正是以此距离 
来对 DNA 序列进行比对和分析的. 


5.2 节练习 

5.16 证明：海明距离是在 P 上、字长为《的所有宇的集合的一种度量. 

5.17 你能把海明距离推广到作为字长任意的字的一种度量吗？也就是说，是否有一种推广海明定义的方 
法，以获得一种度量，允许在字长不同的两个字之间有一种距离，但像适合于同字长的字的海明距离 
一样，得到同样的距离？ 

5.18 在集合 V ”上，比较海明距离与莱文斯坦距离.一般情况下，哪种距离总是小于或等于另一种距离? 
试证明你的论断. 

5.19 我们说一个字长为 p 的码纠正 n 个错误，如果在中的每个字与此字的至多一个代码字的距离，小 
于或等于《. 

(1) 在 V 8 中，举一个码 C 的例子，它有 4 个代码字，纠正两个错误. * 

(2) 证明： 在 V 8 中，对于纠正两个错误的一个字，最多有 4 个代码字. 

5. 20 设 W 是由字母 A ， C ， G , T 所组成的有限长序列的集合.证明莱文斯坦距离是 W 上的一种度量. 

5.21 对于以下每种序列，求出两个序列与: y 之间的莱文斯坦距离.在序列有同样长度的情况.还要计算 
海明距离. 
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(1) _ z = ACGGTAT ， 而: y=GGTAG 
C 2) x = CTGGTAC , 而 j=CTAG ATC 

(3) x - CCAGTCA , 而: y=CCGTCTTA 

(4) x = TGACCGTTA ， 而 fTGCGCTTAG 

5. 22 一个词有像 TUPOTAGRY 那样严重的拼写错误.设一位拼写检査员为消除拼写错误，以最小的莱文 
斯坦距离把此词改为在其数据库中 所拥有 的词.在下列词中，拼写检査员应挑出哪一个词作为他想要 
的词： 

是 TOPOGRAPHY , TOPOLOGY 还是 TAUTOLOGY ? 

5.3 度量空间的性质 

度量空间有许多有用的性质，以下定理所提出的性质就是其中 之一： 

定理 5. 12每个度量空间都是豪斯多夫空间 • 

证明设（ X ， d ) 是一个度量 空间. 假定: c 与: y 是 X 中距离为 d (: c ， y ) = £ 的两个不 
同的点 • 考虑集合 e /2), 且卩=艮（: V ， e /2). 由此得出， xeU , y ^ V , 且 L 7 与 V 
是开集.我们断言， L 7 与 V 是分 离集. 假设 L / flV 关0，而 z 在此交集 之中. 于是， d ( x , z ) 

〈£/2且<^(5， ^ Xe /2. 因此，由三角不等式， 

d { x , y )《 d { x ， z )~\~ d { y , 2 ：)〈 e / 2 + e/2 = e ; 

此即 dO ， y )<£. 这就与 d (: c ，： y )= e 相矛盾.于是 UHV =0. 所以，存在分别包含工 
与: V 的分离开集 U 与 V ，蕴涵 X 是豪斯多夫空间. ■ 

定理 5. 12 蕴涵： 如果一个空间不是豪斯多夫空间，那么它就不能由一个度量诱导而来. 
例如，作为具有有限补拓扑的实轴的拓扑空间！不是豪斯多夫空间，因而不能由 R 上的一 
种度量诱导而来.而数轴不是豪斯多夫空间，因而不能由 Z 上的一种度量诱导 而来. 在 5. 4 
节中，我们将进一步讨论一个拓扑空间由一种度量诱导而来（可度量化）的概念 • 

如果 X 和 Y 都是度量空间，函数/: R — R 连续性的定义可推广到函数/: X — Y . 以下 
的定理确立了所形成的 e — 8定义与拓扑学中的开集定义的等价性. 

定理 S . 13设 { X ， d x ) 与 iY ， d Y ) 是度量空间.按开集的定义，函数/: X — Y 是连 
续的，当且仅当对于每个 X 和任 一 e >0， 存在一个5>0，使得当 x ' € X 且 dxh ， x f )〈8 
时 ，有 d Y ( f ( x ) ， /( x '))< e . 

证明见练习 5.24. ■ 

如下所述，在一个度量空间中，不仅可以测量点之间的距离，而且还可以测量集合之间 
的距离. 

定义 S . 14设（ X ， d ) 是一个度量空间.对于集合 A ， BCZX ， A 与 B 之间的距离定 

义为 

d ( A , B ) = glb { d(a jb ) \ a G A,b G B }. 

由于值集 { dia , W | aGA ? b ^ B ) 的下界为0,对于每对集合 A 与 B ， 定义 5.14 中的下 
确界存在. 

例 S .9 与点的情况 不同， 如果两个集合的距离为0,这两个集合未必是相等集.例如， 
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在 R 2 上的标准拓扑中，如果 A 是 x 轴， B 是: y 轴，那么， ( A ， B ) =0, 但事实 
上， ( A ， B ) =0 未必蕴涵 A 与 B 有一个公共点 • 而在具有标准度量的 R 2 中，如果我们设 
A 是工轴，而 B 是半径为 1、中 心在点 （0， 1) 的开球，那么 d ( A ， B ) =0, 但 = 
(见图 5.7.) 

我们已经看到，一个已知集合可以有不同的度量 • 能够对它们诱导的拓扑加以比较是有 

用的.以下的定理为作这样的比较提供了一种手段： 

定理 5.15 设 d 与^是集合 x 上的度量，并设 r 与; T " 分别是它们诱导的拓扑.那么，当 
且仅当对于每个和 e >0， 存在一个^>0，使 得氏' （ x ，. §) 匚艮（工， e ) 时， r ' 细于: T . 
(见图 5.8.) 



图 5.7 B )=0 的两种情况 图 5.8 对于每个 xeX 和 £ >0,存 在占， 

使得办 （ x ， d ) CZB a { j ：9 e ) 

证明 设 r 细于 r . 那么在 r 中的开集是^中的开集.特别地，对于每个 xex 和 e > o , 
BAx , e ) 在: T 中，因而是中的开集.由于 e ) 在: T 中是开集，且包含: T ， 定理 5. 6 
蕴涵，存在一个^ >0, 使得私 （ X ，幻 CZB d U 9 e ) 9 这正是我们所要证明的. 

再设，对于每个文6叉和£>0,存在一个5>0, 使得 B ^ U ， d ) dB d U , e ). 我们来证明 
7^细于7\设 L / 是 r 中的一个开集.以下我们证明 U 是: T 中的开集. 设工是 CJ 中的任 一点. 
由于 U 在是: r 中是开集，定理 5.6 蕴涵，存在一个£>0,使得札 U ， e )^ u . 由假定，存在 
一 个 00 ， 使得 B/(x ， d)(^B d ixy e)CZ(7. 于是得出，对于每个: B d - (x, 3)CL7 •定 
理 5.6 蕴涵1/在7^中是开集，这正是我们所要证明的. ■ 

用定理 5. 15, 我们很容易就可以证明，标准度量、出租车度量和最大值度量，全都诱导 
R 2 上的同一拓扑.在以下的定理中，前两种度量诱导 R 2 上的同一拓扑.在练习 5.26 中，我 
们要求读者证明，此拓扑由出租车度量诱导而来，而且也可以由最大值度量诱导而来. 

正如我们在 L 2节中已指出的，在平面上的标准拓扑，不依赖于基元素的特定形状.标 
准度量的圆和开球、出租车度量的开方块及最大值度量的开正方形，全都能产生此平面上的 
标准拓扑. 

定理 5. 16标准度量和出租车度量诱导 R 2 上的同 一 拓扑. 

证明 我们首先证明，由标准度量 d 诱导的拓扑，细于由出租车度量 A 诱导的拓扑.设 
P 6 R 2 和任一 e >0. 并设5等于 e /2. 我们断言， B d ( p ， S ) CB dT ( p，eh 假定此断言成立， 
那么由定理 5. 15 可得出，由 d 诱导的拓扑细于由诱导的拓扑. 

接下来再来证明此断言.设任一 9 6氏（化幻.注意到 

\pi — qi\= ^ (Pi — gi ) 2 ^ V^Pi - Qi ) 2 + ( 夕 2 — 奶 ） 2 = d{p,q). 
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由于 c / (户， q )<8- e /2 , 于是得出 I 夂 一 ％ |< e /2. 同样，丨九 一 9 2 |< e /2_ 因此， d r =\ pi - 
q l \ + \ p2 - qt \< e , 因而 gGB〆 力， e ). 所以， BAp ， 5) C = B , t (^, e ), 这正是我们所要证 

明的. 

以下我们证明由心诱导的拓扑，细于由度量 d 诱导的 拓扑. 设户 6 R 2 和任一 e >0. 在此 


我们设我们断言， B dj ip , 8) C ： BAP ^ e ), 即由定理 5. 15想要得到的结果. 
于是，设任 一 - B tlr ( p , S ). 注意到 

\ Pi — Q\\< I ^l ~ I + \ P 2 ~ qz\< S. 

同样， I 九 一 仍1<&因此 


dip^q) ~ %/(pi — gi ) 2 + ( / >2 — 〈 \/S 2 - = S\f2 

所以， qGBAp ， d )， 蕴涵氏 T ( p ， d 、 CZB d ( p ， e )， 这正是我们所断言的 • 
当然，在平面上并不是所有的度量都诱导平面上的标准拓扑.由 


_ 


dyip ^ q ) 


若九 #仍或丨声2 
p 2 — ^2 若^^1 = %且丨户2 
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所定义的函数心，是诱导平面上严格细于标准拓扑的一种拓扑的一种 度量. （见练习 5. 3及 5.27.) 
接下来我们来说明，应如何戏剧化地改变一种度量，并让它所诱导的拓扑不改变. 

定义 5.17 设（ X ， d ) 是一个度量空间. X 的一个子集 A 对于^/来说是 有界的 ，如果 
存在一个">0,使得对于所有的： r ， 都有 d (: r ， 如果 X 本身对于 c / 来说是有 


界的，那么就称 d 是一 种有界度量. 

注意，与在 X 的一个集合上的有界度量一样， X 的每个子集本身也是有界的. 

令人十分吃惊的是，一个度量是否有界，并不意味着它诱导的拓扑是否有界.以下的定 
理证明了，每种拓扑都是由一种有界度量诱导的一种度量诱导而来的. 

定理 5. 18 设 ( X ， d ) 是一个度量空间.并由 / U ， 3 ；) = min { dXx , y ) , 1} 定义 
d \ x , y )： XXX ^ R , 那么， ^ 是一种诱导与 d 同一拓扑的有界 度量. 

证明由于/的值不能大于1，立即就可得出/是有界的.但是，我们需要检验/是一 
种度量.显然，对于 X 中的所有 X ， …都有 / U ， 30 彡 0 . 我们还可看出，当且仅当 c/(x ， 
30 = 0 时， d \ x , >)=0. 前者恰好在 : c = 时出现.此外， d f ( x ， y )= d \ y , x ) ,这是由于， 
对于 d 成立同样的等式.因此，我们除了三角不等式以外，证明已全部完成. 

为了证明三角不等式，我们考虑 z ，： y ， 的3种 情况. 首先设或 
2 :)^ 1 . 于是得出 d \ x 、 y )+ c /’（ y ， •但 

d ! { x , z)^l , 所以，我们有 3 /) + d\yj z )^ d ， { x , z ). 另一方面，设 d ( x ， y)<i 


1 和以^，幻 <1. 那么 

d ’（ x ， y ) 十 d r ( y ， z ) = £/(■:?:，）） 十 ii (; y ， 2 ：) > c /( u ) > c /'( x ，； 2r ). 

因此，/满足三角不等式. 

以下我们用定理 5. 15来 证明： 分别由 a ^诱导的拓扑 r 与 r ' 是相同的.首先我们证明 r 细 
于: T . 设任一 X 6 X 及 e >0. 我们考虑£的两种情况.首先，如果 e < l ， 那么氏(: r ， e ) CZBA ^ e ). 
然而，如果 e > l ， 那么仏 U ， e ) = X , 因而 AU , e ) 显然成立.无论哪种情况， 
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如果设那么我们都有 ftyU ， d ) CZB ,'( x , e ). 于是得出: T 细于: T '. 

然后再来证明 7" 细于 r . 再次取任一工 ex 及 £>()• 如上所述，如果£<1，那么私 U ， 
e ) CB〆 ：， e )_ 而如果 e > l ， 那么心（工， l ) CZBj ( x ， e ). 于是，如果我们设谷 = min { e ， 1}， 
那么对于任一 ： r 6 X 及£>0， B d ' U , d ) CZB d ( x , e ) 恒成立.所以* T ' 细于: T . 

于是得出，由山/诱导的拓扑7与7^是相同的. _ 

例 5.10 如果我们用有界度量 〆 （ X ， ^)= min{U | x ~^| } 取代标准度量 d ( x ， ^)= 
U — y ， 就再次得到标准拓扑.但是，现在我们的基元素是长度至多为2的开区间和集合 R 
本身.我们之所以得到 R 是一个基元素，是由于对于所有的 > C >1 及: r 6 R ， 都有艮 ( x ， y)=R 
在定理 5. 18中，对于把值1作为定义一个有界度量的分界值并没有什么重要关系，此有 
界度量把同一拓扑诱导为 度量义 我们能把 c / 削减为百万分之一，而得到的仍然是同一拓扑. 
事实上，如果我们用以任意的£>0为界替代以1为界，定理 5. 18仍然成立.在某种意义上， 
由度量诱导的拓扑，仅依赖于与此度量真正互相靠近在一起的究竟是什么. 

接下来，我们定义度量等价的概念.这个概念所指的是，两个度量空间是等价的，如果 
它们之间存在一个保持距离的双射.特别地，我们有以下的 定义： 

定义 S .19 设 （ X ， 6/ x ) 与 （ Y ， 心） 都是度量 空间. 一 个双射/: X—y 称为 是等距 
的， 如果对于 X 中每一对点: r ， X '， 有 c / x U ， x )= dy { fix ), fix )), 如果/: X — Y 为等 
距，那么称度量空间 X 与 Y 是等距的. 

按照这个定义，就完全可以用一个满射函数/来代替双射函数/ 了.如果一个函数保持 
距离，那么/是一个 单射. （见练习 5. 30.) 所以，/是满射且保持距离，就蕴涵/是一个双 
射.我们在定义中用双射，是为了强调这一事实，即等距必须既是双射且保持距离. 

正如同胚是拓扑空间之间的基本等价关系一样，等距是度量空间之间的基本等价关系. 
—个已知度量空间的所有性质，为等距所 拥有. 除了基的特定名称之外，两个等距的度量空 
间是不能区分的. 

等距是比同胚更强的等价的 形式. 特别地，等距空间是同胚的（见练习5.31)，反之则不 
然，正如下例所指 出的： 

例 5.11 具有出租车度量的平面，与具有标准度量 d 的平面是不等距的，尽管这两种 

度量诱导同一拓扑 • 为了看出这一点，假设我们有一个等距 R 2 — R 2 , 使得对于所有的户， 

R 2 ，都有 c /(/(/?)， f ( q ))=^ d T { p , q ). 考虑以下4 点： a =(0, 0), 0=(1，0)， y =(0，1) 

及 5=(1, ])• 若采用出租车度量，如图 5.9 所示， d r { a , /5) = 1, d T da , y ) = l , d T (^ d )= 

1， d T ( y , 幻=1， d T ( a ， §)=2, d T {^ 7 )= 2 . 由于 / 是一个等距，按此标准度量我们必定 

(0J) (1,1) (1,1) (0,1) 
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图 5. 9出租车度量点之间的距离 
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有 cK/(a) ， /(/3)) = 1 ， difia )， /(y)) = l 与 d(/(/3) ， /(y)) = 2. 然而，以这种标准度量， 
这仅当/(/5)， /(/) 与 /( a ) 位于一条直线上，而 /( a ) 同 /(/?) 与/(7)等距离时才会出现•类 
似地，/(淨， /( y ) 与 /( 幻位于一条直线上，而 /( 幻同/(戽 与⑽ 等距离.因此 /(«)=/(/?). 
但这就与/是一个双射相矛盾，因而这样的等距不 存在- 


5. 3节练习 

5.23 设（ X ， d ) 是一个度量空间.且设 A 与 B 是 X 中的，在由 d 诱导的拓扑中是闭的分离集.证 明：存 
在分离开集 U ， 使得 A 07 且 BCZL 7. 

5.24 证明定理 5.13: 设（ X ，与0%办）都是度量空间_按开集的定义，函数/: 是连续的， 

当且仅当对于每个；和 e >0， 存在一个5>0，使得当： riX 且时，有办 (/ U )， 
/(/))<£. (提 示： 考虑练习 4. 3及定理 4. 6的证明 .） 

S .2 S 设（ X ， d ) 是一个度量空间，且及 ACX . 

(1) 举例说明 d {{/>}， 未必蘿涵/ »6 A 

(2) 证明： 如果 A 是闭集，且 A }=0, 则 p € A . 

5.26 用定理 5. 15 证明： 出租车度量和最大值度量诱导 R 2 上的同一拓扑 • 

5. 27 考虑由 

/I 若夕]# A 或丨户2 — 奶 j > 1 .， 

dv ( p ^ q ) = 丨 - 

\\ p2 — q2 若內 = A 且 I 户 2 _ Q2 I < 1 

定义的 R 2 上的度量心. 

(1) 用定理 5. 15 证明： 由心诱导的拓扑细于标准拓扑. 

(2) 证明标准拓扑不细于由 A 诱导的拓扑. 

5.28 设（ X ， d ) 是一个度量空间，函数 


Dix ^ y ) 


d ( jc ^ y ) 

1 + dix . y ') 


是 X 上的有界度量 • （见练习 5.10 J 证明： 由 D 与 d 诱导的拓扑是相同的 • 


5. 29 在连续函数的集合 CU ，6] 上，考虑由 

pMifyg) = max xe[fl , w { | /(x) — g{x) | } 

与 〆 /，^ r I fU 、一 gU ) I 所定义 的~ 与屮这些度量在练习 5. 8与例 5. 5中已分别作过介绍. 

J a 

(1) 用定理 5. 15 证明： 由 C [ a ，6] 上~诱导的拓扑，细于由 (0 诱导的拓扑. 

(2) 证明： 对于每个 d , c 、 2 ， 存在 /6 C [ a ， 6]，使得 max xe[a a { | fCx ) — g ( x ) \ } =ci ，且 


/ ⑴ 


dx = Cz . 


(3) 设 6] 由 


Z ( x )=0 (所有 6]) 


定义，给定 s >0, 证明不存在^>0,使得私（2,幻匚民 M ( Z ， e ). 

(提 示： 参考 （2).) 

(4) 试问： 定理 5. 15允许我们从 （3) 得到什么结论？ 

5.30 设（ X ，厶）与办）都是度量空间， 证明： 如果/: X—Y 使得对于所有的工，有 
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d x ix ， y) = ^(/(x) ， fix 、、 ， 那么 / 是一个单射 ■ 

5.31 设（ X ， c / x ) 与 （ Y ， 心）都是度量空间，而/: 是它们之间的等距.证明/是相应度量空间之 

间的一个同胚. 

5. 32证 明：由 

d M = max{ \ pi ~ q\ \ j \ Pz ~ Qz \ ) 

所定义的 R 2 上的最大值度量，与 R 2 上的标准度量不等距_ 

5.4 可度量化 

许多拓扑空间并不是由一种度量诱导而 来的. 例如，定理12蕴涵，一个非豪斯多夫空 
间不能由一种度量诱导而来_但是当一种拓扑由一种度量诱导而来时，我们就会拥有可能很 

有用的附加的直观结构. 

于是，给定了一个拓扑空间，我们就会对它是否能由一种度量诱导而来这样的问题感到 
兴趣了. 

定义 5.20 设 X 是一个拓扑空间.我们称 X 是可度量 化的， 如果在 X 上存在诱导 X 上 
拓扑的一种度量. 

例 5.12 在例 3.4 中，我们引进了圆周 S 1 上的标准拓扑，它是传承自平面 R 2 上标准拓 
扑的子空间 拓扑. S 1 上的这种拓扑可度量化吗？回答是肯定的_首先，注意到，通过用平面 
上的 S 1 截割开球，就得到 S 1 上的这个子空间拓扑的一组基.所得到的集合是沿着此圆周的 
开区间. 

通过设定 d (声， W 为使得夕与9重合，此圆周所需要旋转的最小非负角（以弧度计），考 
虑由它定义的 S 1 上的度量（见练习 5.4)_ 采用这种度量所得到的开球，是此圆周上的开区 
间.于是，对于由 d 诱导的 S 1 上的拓扑，开球的基，与刚才所描述的 S 1 上的标准拓扑的基 
是相同的.因此得出， S 1 上的标准拓扑是可度量化的. 

在以前的例子中，我们曾证明过，度量空间 R 2 的子空间本身是可度量化的.这种说法通 
常是成 立的. 如果 X 是一个度量空间，而 Y 是 X 的一个子集，那么 Y 上的子空间拓扑是可度 
量化的.（见练习 5. 34.) 

给定一个集合 X ， X 上的离散拓扑是可度量化的 • （见练习 5 _3&)事实上，如果 X 是有 
限集，那么 X 上的每种度量诱导离散拓扑.（见练习 5. 6.) 

于是，在一个有限集上，离散拓扑是唯一可度量化的拓扑. 

以下的定理指出，可度量化是一种拓扑性质. 

定理 5.21 如果 X 是一个可度量化的空间，而 Y 与 X 同胚，那么 Y 是可度量化的 • 

证明 见练习 5. 35. ■ 

许多拓扑空间是可度量化的，这已得到证实，而数学家们对此问题早就产生了兴趣，“对 
一个尚未明确找到一种度量的拓扑空间，是否就能确定它是可度量化的；也就是说，对此空 
间而言，是否存在一些条件确保它是可度量化的？”回答是肯定的 • 著名的乌雷松度量化定理 
断言，如果两个简单的条件（空间是“正则”的，且有可数的基）得以满足，我们就能确保 
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空间是可度量 化的. 在本节的结尾部分，我们讨论这一个结论.正则性的拓扑性质，强于豪 
斯多 夫性. 请回忆，一个拓扑空间是豪斯多夫空间，如果对于 X 中每对不同的点，存在一对 

分离的开集，每个各自包含其中的一点. 

定义 5. 22 设 X 是一个度量 空间. 我们称 X 是正 则的， 如果 

(1) 在 X 中的单点集是闭的； 

(2) 对于任一 和 X 中的任一不包含 

a 的闭集 B ， 存在分离的开集 U 与 V ，使得 

LJ 且 S 匚 V . (见图 5. 10.) 

例 5. 13 具有标准拓扑的实轴 R 是正则的. 

在 R 中，单点集是闭的.选取一个点 x 6 R 和一 
个不包含 x 的闭集 C . C 的补集是包含 x 的一个 
开集，因而它必定包含一个包含 X 的开区间 U ， 
b ). 我们就有 a 〈 x 〈6， 所以可以选取 c ， 山使得 a < c < x < U 〈6. 于是 U =( — oo ， r ) U (山 
W ) 是包含 C 的一个开集，而 V =( c ， c /) 是包含 X 的一个开集.而正如所希望的，[/与 V 是 
分离的. 

把正则性定义中的条件 （1) 与 （2) 相结合就可直接证明，如果一个拓扑空间是正则的， 
那么它是豪斯多 夫的. 然而，并不要求单点集是闭的，情况未必 如此； 特别地，可能存在一 
个仅满足定义 5. 22中条件 (2), 却不是豪斯多夫空间的拓扑空间.（见练习 5.42.) 

只要拥有正则性就拥有豪斯多夫性，反之则 不然. 在以下的例子中，我们引入一个拓扑 
空间，它是豪斯多夫空间但不是正则空间.因此正则性是一种较强的性质. 

例 5.14 在 R 上，考虑由所有开区间 6) 及所有子集 （ c ， d ) HQ 所组成的集族. 

这是 R 上一个拓扑的一组基，而所形成的拓扑空间是豪斯多夫空间，但却不是正则空间.（见 
练习 5. 37.) 

具有正则性且具有豪斯多夫性的性质，称 为分离公理. 存在另一个值得提到的分离公理， 
尽管它对乌雷松度量化定理不起什么作用. 

定义 S .23 设 X 是一个度量空间•我们称 X 是正 规的 ，如果 
(1) 在 X 中的单点集是 闭的； 

C 2) 对于 X 中的任一对分离闭集 A 与 B ， 存在分离的开集 LT 与 V *， 使得 A 匚 B 且 B 匚 V . 
(见图 5. 11.) 

在标准拓扑中， R 不仅是正则的，而且还是 
正规的.事实上，每个度量空间都是正规的. 

(见练习 5.23.) 此外，此定义的一个显而易见 
的结论是，每个正规的空间都是正则的. 

乌雷松度量化定理中的第二个假定是，拓扑 
空间有一组可数 的基. 请回忆，一个集是可数的， 

如果它既是有關又可以与正整数刺 Z . ffl 5. 11在-个 IE 触间巾麵个分細集 




图 5. 10在一^个正则空间中分离的 

一个点和一个闭集 





度量空间 


109 


例 S .1 S 具有标准拓扑的实轴 R 有一组可数的基.考虑集族 { U ， 6) u ， beQf 
a < b }. 它是区间的一个可数的集族，由于它是由 QXQ 加标的一个可数集.（见定理 0.29.) 

用定理 1. 13可直接证明，（:是 R 上标准拓扑的一组基 • 

同样， R n 上的标准拓扑，存在由所有具有有理端点之区间乘积的集族的一组可数基- 
乌雷松 （1898 — 1924) 是他那个时代最有前途的数学家之 一. 不幸的是，在26岁时，当 
他游泳时落人法国海岸波浪起伏的海中 溺毙. 正是在1924年，他证明了由他冠名的以下 

定理： 

定理 5.24( 乌雷松 度量化 定理） 如果一个拓扑空间 X 是正则的，且有一组可数的基，那 
么 X 是可度量化的. 

在此，我们不对乌雷松度量化定理作证明，这是由于它的证明需要我们尚未提供的工具- 
乌雷松度量化定理的一个证明可以在 [ Mim ] 中找到 • 然而，证明背后的想法是显而易见的. 
利用 X 是正则的且有一组可数基的假定就可以证明， X 能嵌人一个度量空间之中.因此 ，X 
与一个度量空间的子空间同胚.由于一个度量空间的子空间是可度量化的，又由于可度量性 
是一种拓扑性质，于是 得出： X 是可度量 化的. 

例 5.16 Z 上的等差数列拓扑由所有形如 

A ayb = — + + 

的等差数列所组成的基来定义，其中 ，〜 bd b 判- (见练习 1.15.) 这组基是可数的，由 
于它是由一个可数集，即 ZXZ 的一个子集来加标的一个集族.此外， Z 上的此等差数列拓扑 


是正则的.（见练习 5.39.) 

由于这是具有可数基的一个正则拓扑空间，它是可度量化的.因此， 
扑的一种度量.事实上，我们可以找到它.由下式给出的 Z 上的度量 

(0 若2 = y ， 


cKx^y) = 




x ^ y 


必定存在诱导此拓 


就是诱导 Z 上的等差数列拓扑.（见练习 5. 11与 5. 40.) 

乌雷松度量化定理指出，每个具有可数基的拓扑空间是可度量化的.反过来是否成立呢? 
换句话说，一个可度量化的空间必定有一组可数基而且一定是正则的吗？这个问题一半的回 
答是肯定的.正如以上所指出的，一个度量空间是正规的，而一个正规空间是正则的，因而 
一个度量空间是正则的.然而以下的例子说明，上述问题之另一半的回答却是否定的.一个 
度量空间未必有一组可数的基. 

例 5.17 具有离散拓扑的实轴 R 是可度量化的.（见练习 5.33.) 由于此拓扑是离散的， 
因此每个单点集是一个开集.这样的集合不可数，由于 R 是不可数的. 

再为一个拓扑给定一组基，此拓扑中的每个幵集必定是基元素的一个并.于是就可得到， 
此离散拓扑的每组基，必定包含作为基元素的每个单点集.因此，对于此离散拓扑的每组基， 
必定包含此不可数的单点集族.所以，尽管具有此离散拓扑的： R 是一个可度量化的空间，但 
它却没有一组可数的基. 
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5.33 


5-34 


设 X 是一个 集合， 

a ) 证明 x 上的离散拓扑由度量 

/0 若工= ： y ， 

若 # y 

诱导而来. 

(2) 请问， X 上的平凡拓扑可度量化吗？ 

设（ X ， A 是一个度量空间，而 Y 是 X 的一个子集.考虑由4(1， y )^ dU , y ) 定义的函 数也 ： YX 

y-*R. 


(1) 证明办是 Y 上的一种度量. 

(2) 证明由 Y 上的心 诱导的拓扑，是 Y 传承自 X 上度量拓扑的子空间拓扑. 

5.35 设（ X ， 3) 是一个度量空间.假定/: X—Y 是一个 同胚. 且由/(尤， y } = d ( r ' (了），厂 1 ( y )) 
定义的/ Yxy — R . (从本题的 (1). (2) 得到定理 5. 21.) 

(1) 证明 V 是 Y 上的一种度量. 

(2) 证明 Y 上的此拓扑由诱导而来. 

(3) 证明/是（ X ， d ) 与 （ Y ， d * ) 之间的一个等距. 

5. 36证明具有下限拓扑的 R ， 是一个正则的拓扑空间. 

5.37 在 R 上，考虑由所有开区间 U ，6) 及所有子集… DQ 所组成的集族 

(1) 证明《是只上一个拓扑的一组基. 

(2) 证明 R 是此拓扑中的豪斯多夫空间. 

(3) 证明 R 在此拓扑中不是正则空间. 

5.38 证明： 如果 X ，： T 是正则的，那么，在积空间 XXY 也是正则的.由此可得到 R ” 是正则的结论. 

5. 39证明 Z 上的等差数列拓扑是正则的. 

5.40 证明 Z 上的等差数列拓扑是由度量 

0 若工= ： y ， 

dU ，： V)( 1 nl \ ^ , 

诱导而来. 

5.41 证明：正则性与正规性是拓扑性质.即证明，如果 X ， Y 是正则的，而 Y 与 X 同胚，那么 Y 也是正则 
的（对正规性也同样如此）. 

5. 42 证明： 具有平凡拓扑的两点空间 x 2 丨，满足正则性定义中的第二个条件.也就是要证明，对 
于 X 中任一点 a 和 X 中任一不包含 a 的闭集 B ， 存在分离的开集 t ； 与 V ，使得且 B 匚 V . (请注 
意： 由于在此拓扑空间中，单点集不是闭的，它既不是一个正则空间也不是豪斯多夫空间.这就说明， 
如果我们希望一个正则拓扑空间是豪斯多夫空间，按照正则拓扑空间的定义，为什么仅有第二个条件 
是不够的 .） 
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连通性 


为了获得有关拓扑空间连通性的严格概念，我们有几条自然的途径.一条途径可以表述 
为，一个拓扑空间是连通的，如果它不能分解为彼此分离的两 部分. 另一条途径可以表述为， 
一个拓扑空间是连通的，如果在此空间中可以通过连续的道路，从任何点达到另一点_在本 
章中，我们将定义这两种类型的连通性.第一种类型的空间称为连通的，而第二种类型的空 
间称为道路连 通的. 我们证明这两种类型的空间不相同，但道路连通性蕴涵连通性 • 

连通性的概念看起来似乎简单，但对拓扑学及其应用却有深刻的意义_我们证明，连通 
性是导致介值定理的关键概念.此外，我们还将论述连通性如何应用于地理信息系统、种群 
建模和机器人运动学 设计. 进而让连通性来帮助对拓扑空间加以区分.在 6.1 节中，我们首 
先定义连通性并考察它的某些 方面. 在 6. 2节，我们证明欧氏空间是连通的，然后用与连通性有 
关的性质来区分某些对拓扑空间.在 6.3 节中，我们证明介值定理，然后用它推出数学和应用方 
面几个有趣的 结论. 在 6.4 节中，我们证明道路连通性蕴涵连通性，我们还引人一个空间，即拓 
扑学家的漩涡，它是连通的，但却不是道路连通的，从而确认连通性与道路连通性不是等价的_ 
最后，在 6. 5节中，我们探素这些概念在运动机器人的运动学设计上的一个应用 • 

6. 1建立连通性的第一种途径 

本章引言中已描述了有关连通性的第一条直觉途径，我们首先给出一个 定义. 

定义 6.1 设 X 是一个拓扑空间. 

(1) 我们称 X 是连通的，如果不存在其并为 X 的一对分离的非空开集. 

(2) 我们称 X 是不连通的，如果 X 不是连通的. 

(3) 如果 X 是不连通的，那么，其并为 X 的一对分离的非空开集称为 X 的分隔 • 

例仏1考虑在图 6. 1中的3点集 X = U ， 6, c } 上的两个 拓扑. 在第一个拓扑中， X 是 
连通的，由于不存在其并等于 X 的一对分离非空 开集. 然而，在第二个拓扑中， X 是不连通 
的，一对开集以二心， 6} 是 X 的一个分隔. 

例6_2 R 的子空间 X =( — l ，0) U (0, 1) 是不连通的. 一 对集合（_1， 0) 与（0， 1) 

是 X 的一个分隔.（见图 12.) 

-^- ) 

0 1 

图 6.2 X =(_ l ，0) U (0，1) 是不连通的 



be a b c 


图 6.1 X = U ， 6, c } 上的两个拓扑， 
一 个连通另一个不连通 
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例 6.3 如果集合 X 由多于一个点所组成，而且有离散拓扑，那么就是不连通的.如果 
A 是 X 的任何非空真子集，那么一对集合 A 与 X — A ， 是 X 的一个分隔. 

例 6.4 具有平凡拓扑的集合久，是一个连通的拓扑空间. X 的分隔不存在，由于 X 没 

有开的非空真子集. 

例 6- S 如果户 GR 那么 R — {户}是一个不连通的拓扑空间，由于一对集合 U ={ — co ， 户} 
AV 二 { p ， ⑽} 是 R —{ p } 的一个分隔.（见图 6.3.) 



H 

P 



图 6.3 R — {户}是不连通的 

下列结论提供了有关连通性的一种可供选择的表述 方式： 

定理 6. 2 —个拓扑空间 X 是连通的，当且仅当 X 没有既开又闭的非空真 子集. 

证明 见练习 H ■ 

在任一拓扑空间 X 中，集合 X 和0是既开又 闭的. 于是，定理 6.2 表明， X 是连通的， 
当且仅当在 X 中只有既开又闭的集合. 

例 6.6 在具有下限拓扑的 R 中，区间 [ a ，6) 是既开又闭的.因此，定理 6.2 蕴涵， R 
在这种拓扑中是不连通的. 

我们对连通性的定义适用于拓扑 空间. 但我们可以用一种自然的方式把它推广到一个拓 
扑空间的子集合. 

定义 6.3 包含于一个拓扑空间 X 的集合 A ， 称为在 X 中是连通的， 如果 A 在此子空间 
拓扑中是连通的.如果 A 在 X 中是不连通的，我们称它在 X 中不连通. 

例 6.7 由 A =( — 1， 0) U (0, 1) 所给出的 R 的子空间是不连通的.集合 （一1， 0) 与 
(0， 1) 构成 A 的一个分隔.因此 A 与 X 不连通. 

下列定理形成一个拓扑空间中的不连通集合的一种可供选择的特征. 

定理 6.4 集合 A 与 X 不连通，当且仅当在 X 中存在开集?7, V ，使得 ACZl / UV ， Uf ] 

a 关 0 ， vriA 会 0 ， unvnA ^= 0 . 

证明 设 A 与 X 是不连通的.那么存在作为 A 中既分离又是开集的非空集合 P ， Q ， 使 

# PUQ = A . 由于在 A 中 P ， Q 是开集，因此存在作为 X 中开集的17, V ，使得 L/nA = P ， 

且 VHA = Q . 显然成立 A 匚 UUV ， L / nA ^0, vnA 关 0 且 unvnA =0. 

再设 U， V 在 X 中为开集， m ^ ACZUUV , UHA ^0, VHA 关 0且 UnvnA = 0 .如 

果我们 设尸=1/(1々且0=7(1>1， 就可得出在此子空间拓扑中，这一对集合 P，Q 是 A 的一 

个分隔，因而 A 与 X 是不连通的. ■ 

在定理 6.4 中，诸如 U 与 V 的集合，为我们提供了分隔的另一种概念 如下： 

定义 6. 5 A 是拓扑空间 X 的一个子空间.若 U 与 V 是使得 A 匚 UUV ， UHA ^ 0 9 

VflA 关 0且 L / flVflA 二0的， X 中的开集，那么，就称此对集合 U 与 V 是在: X ： 中 A 的一个 

/ 

分隔. （见图6_ 4.) 

重要注记 为使 U 与 V 是在 X 中 A 的一个分隔，我们并不需要 t / flV 是空集，仅需要 
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unv 与 a 相分离 • 

例 6. 8设如图6_ 5所示的 A 是平面上由两条曲线> 与5=0所组成的子集 • A 连通 
吗？回答是， A 不连通.我们可以通过设 t /与 7分别是在在此图中以虚线表示的曲线: 

两侧的点集，来构成 A 在此平面中 A 的一个 分隔. 于是 A 在此平面中是不连通的. 

在此平面中的另一个分隔由1^与 V '给出，前者是曲线以下的点集，后者是 x 轴以 
上的 点集. 请注意，卬与是不分离的，但它们仍然构成 A 在此平面中 A 的一个分隔，由于 
它们的交集是与 A 相分离的 • 




图 6. 4 U 与 V 构成 X 中 A 的一个分隔 图 6. 5集合 A 是不连通的 

显然，连通性是一种拓扑性质，这是由于它仅根据开集来 定义. 可以直接证明，如果 X 
与 Y 同胚，那么 X 是连通的，当且仅当7是连通的.然而，正如下一定理所指出的，我们为 
了拥有连 通性， 并不需要同胚的全部 含义： 

定理 6.6 如果 X 是连通的，且 /: X — Y 是连续的，那么，/ ( X )在 Y 中是连 通的： 

证明 设/( X )在 Y 中不连通.那么就存在构成 Y 中/( X ) —个分隔的开集 U 与 V . 由于 
/是连续的，因而厂 uu ) 与厂^)在 x 中是 开集. r 1 ( U ) 与厂 i ( V ) 与/( X )有非空的交 
集； 于是， r ! (^) 与 rw ) 是非空集.此外， /( x ) 匚 uuv ， 蕴涵 xc = 厂 uwuruv ). 最 
后由于 unvn /( x )=0， 就可得出厂 hu ) 与厂 uv ) 是分离的.因此，这对集合 r 1 (⑺与 
厂 1 ( V )是 X 的一个分隔，这就与 X 是连通的假定相矛盾.所以，/( X )在 Y 中是连通的. ■ 

以下的引理对我们在本章中的许多证明都是很有 用的： 

引理 6.7 设 C 与 D 是拓扑空间 X 的子集.假定 C 是连通鈞且 C 匚 D . 还假定 U 与 V 构 
成 X 中 D 的一个 分隔. 那么，要么 C 匚 U ， 要么 C 匚 V . 

证明 设既不成立 CO /， 也不成立 CCIV . 那么，且 VP 1 C 祥 0. 于是得出 ， U 
与 V 构成 X 中 C 的一个分隔，这与 C 是连通的假定相矛盾. ■ 

以下的定理表明，如果 C 在 X 中是连通的，而且我们还给 C 添加极限点，那么所得到的 
集合在 X 中也是连通的. 

定理 6. 8 设 C 在 X 中是连通的，并设 C 匚 A 匚 CKC ). 那么， A 在 X 中是连通的. 

证明 设 A 在 X 中不连通，并设1/与 V 构成 X 中 A 的一个分隔.那么由引理6.7,要 
么 C 匚 U ， 要么 C 匚 V . 不失一般性，我们可以假定 CCU . 因此， CflV =0. 但是，由于 U 
与 V 构成 X 中 A 的一个分隔，于是得到 AHV 关 0. 取 x 6 AHV . 于是， xeAKACZCKC ) 
蕴涵: C 6 CKC ). 但 x 中的一个开集 xev 是与 C 分离的.因此，工不可能在 C 的闭包之中， 
这就产生了矛盾.因此， A 在 X 中是连通的. ■ 
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一个拓扑空间的连通子集的并，未必是连通的.例如， A ={0} 与3={1}在具有标准拓扑的 
R 中是连通的集合，但 AUB 在 R 中却是不连 通的. 然而，正如以下定理所指出的，如果在一个拓 
扑空间中连通子集族中的一些集合，至少有一个公共点，那么就能确保这些子集的并是连 通的： 

定理 6.9 设 X 是一个拓扑空间，并设 { C a } aeA 是 X 的， 使得门 G 关0的一个连通子集 

A 

族. 那么， U c « 在 X 中是连通的. 

证明 设 lJ C a 在 X 中是不连通的.于是，存在构成 X 中 1 JG —个分隔的集合 U 与 

cr ^ A a ^ A 

设 x 在 ljc fl 中.那么，要么 xgu ， 要么 xev ， 但二者不能都 成立. 不失一般性，我们可 

A 

以假定， X 位于 U 之中，而不在 V 之中.引理 6. 7蕴涵，对于任一 a € A ， 要么 C a dt /, 要么 
C fl CV . 由于: rGU ， Kx ^ V , 于是可得，对于任一 a 6 A ， C a 〔 U . 于是， U C « C U ， 这与 

aG A 

U 与 V 构成 X 中 IjG 的一个分隔的假定相 矛盾. 所以， UCa 在 X 中是连 通的. ■ 

A a£ A 

尽管定理 6. 9 是有关连通空间的并的结论，但我们还可以用它来证明，连通空伺的乘积 
是连通的.这在以下的定理中付诸实施. 

定理 6. 10设不 ，…， 是连通空间.那么，乘积 X ! X … XX „ 是连 通的. 

证明 我们证明有关两个空间乘积的 结论. 于是，一般的结论就可以由归纳法得到证明. 
设 X ， Y 是连通的拓扑空间.我们来证明 XXY 是连通的.首先，注意到，对于任一 xGX ， 
XXY 的子空间 { x } XY 与 Y 同胚，因此是连通的.同样，对于任一 yGX ， XXY 的子空间 
XX {： y } 是连通的.于是由定理6.9,对于任一 及:集合 ({^} XY ) U ( XX {^}) 
在 XXY 中是连 通的. （见图 6. 6.) 
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图 6.6 


({a ： }XY)U(XX{y}) 
在 XXY 中是连通的 


图 6. 7 当: y 取遍 Y 时，乘积 XXY 是子空间 
({ xo } XY ) U ( XX {^}) 的并 


再固定并让 y 改变 • 任一集合 ({^ o } XY ) U ( XX {3；}) 包含集合 { xa } XY •于 
是，由定理 6. 9可得出， 


U a ^ o } xY ) U ( xx {^}) 

yey 

在 XXY 中是连通的.此外， U C { x 0 } XY ) lKXX { y }) 蕴涵 xxy 是连通的. 

(见图 6. 7. ) ■ 

一 个拓扑空间，当然可以分拆成由它的最大连通子集所组成的一个集族.我们将此理念 
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严格地阐述于下. 

设 X 是一个拓扑空间.在 X 上用: r 〜 o ； 来定义一个关系〜 c ， 如果工与: V 在 X 的连通子 
集之中.我们断言，〜 C 是一种等价关系.显然，对任一 xex ， X — ex ; 而对任一 X ， yex , 
^ 〜 O 蕴涵 y 〜 以.设在 X 中的 x ， >〜有 x 〜 q 和: y 〜以，那么 x 与 y 在 X 的一个连通子 
集 C 之中，而 y 与 z 在 X 的连通子集 之中. C 与 t 都包含点: y _ 由定理6.9, CUC 是连通 
的.由于 X ， z 在 CUC ’ 之中，于是可得到： r 〜于是，对任一: r ，： y ， z & X ， 如果 x 〜 c ： y 且 

义〜 C 2： 那么 I 〜 CZ . 因此，〜 f ： 是一'种等价关系 • 

定义 6. 11设 X 是一个拓扑空间，并设〜 c 是 X 上由 x 〜 c ： y 来定义的一种等价关系，如 

果: c 与： V 在 X 的一个连通子集之中 . X 的分支是此等价关系的等价类_ 

由于一个拓扑空间的分支，是在一个等价关系下的等价类，它们构成 X 的一个分隔•根 
据下一个定理的前两部分，此分支是 X 的极大连通子集. 

定理 6. 12设 X 是一个拓扑空间. 

(1) X 的任一分支在 X 中是连通的. 

(2) 若 A 在 X 中是连通的，那么 A 是 X 的分支的一个 子集. 

(3) X 的任一分支在 X 中是 X 的一个闭子集. 

我们在此证明（1)， （2) 与 （3) 的证明见练习 6. 9. 

(1) 的证明 设 X 是一个拓扑空间，而 C 是 X 的一个分支 • 我们来证明 C 是连通的•取 
一个点？ ec . 对于任一: rGc ， 成立: c 〜❽，这是由于 c 是在确定此分支的等价关系 〜 c 下的 
一个等价类.因此，由〜 C 的定义，存在一个包含 X 与户的连通集 

我们断言， c . cic . 为了证明此论断，设那么 >与户都在此连通集 c . 之中，蕴 
涵 y 〜因此， y 与户属于同一等价类，即都在 C 之中，于是得到 GCIC . 

再由并引理，我们有 Ug = c . 因此， c 是此连通集 c 的并，而每个这样的连通集，都 

: r€C 

包含点 A 由定理 6. 9可得 C 是连 通的. ■ 

例 6.9 考虑具有有限补拓扑的 R . 它是一个连通的拓扑空间. .（ 见练习 6.1.) 因此，在 
这种拓扑中，存在仅有的一个分支，即整个空间 R . 

例 6.10 考虑具有下限拓扑的实轴 R . 在这里，我们出现了与例 6.9 非常不同的情况. 
我们断言，此分支是 R 的单点子集.为了证明这一结论，我们要说明，如果 R 的一个子集由 
多于一个点所组成，那么它是不连通的*于是，设 A 是 R 的包含两个点 x < j 的一个子集_ 
选取 z ， 使得 — 对集合 {™°°» z ) 及是具有下限拓扑的 R 中 A 的一 
个分隔，因而 A 是不连通的.于是在此拓扑中， R 的唯一非空连通的子集是单点集，由此得 
出它们是分支. 

定义 6. 13 —个拓扑空间 X 称为完 全不连 通的，如果 X 的分支是 X 的单点子集. 

由例 6. 10,具有下限拓扑的 R 是完全不连通的.另一个完全不连通的拓扑空间，是在标 
准拓扑中的有理数的集合 Q . (见练习6_7.) 

以下的定理指出，同胚把分支映射到分支. 

定理 6.14 设/: X — Y 是一个同胚.如果 C 是 X 的一个分支，那么 /( C ) 是 Y 的一个 
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分支. 

证明 设/: X — Y 是一个同胚，而 c 是 X 的一个分支.于是由定理6.12, C 在 X 中是 
连通的.因此定理 6.6 蕴涵， /( C ) 在 Y 中是连通的_再次利用定理 6. 12，就可得 /( C ) 是 Y 
的分支 D 的一个子集.我们断定 /( C ) = D . 本定理的证明得以完成. 

分支 D 在 Y 中是连通的，而厂 1 是一个连续函数，因此在 X 中是连通的■此 
外， /( C ) CD 蕴涵 CCI /— 但 C 是 X 的一个分支， C 又是连通集 / _1 ( D ) 的一个子集， 
所以因此 /( C ) = D ，这正是我们所要证明的. ■ 


6. 1节练习 

6.1 证明： 具有有限补拓扑的一个无限集，是一个连通的拓扑空间. 

6.2 证明定理 6.2: —个拓扑空间 X 是连通的，当且仅当 X 没有既开又闭的非空真子集. 

6.3 证明：一个拓扑空间 X 是连通的，当且仅当 X 的非空真子集有一个非空边界. 

6.4 (1) 证明： 对于所有整数集合 {~ n , — 7/+1， …， w — 1» n ) 在此数字轴上是连通的. 

(2) 用 U ) 证明： 数宇轴是连通的. 

6.5 借助由基《={(—«， a ) I ^ GR } 所生成的拓扑，证明 R 是连通的_ 

6.6 设 X 是一个集合，并设 证明： X 的任一子集在 X 上的特殊点拓扑 PPXp 和 X 上的例外点拓扑 

中是连通的.（见练习 1.7 与 1.8.) 

6.7 (1) 证明： 如果一个拓扑空间 X 有离散拓扑，那么 X 是完全不连通的. 

(2) 设 Q 是具有标准拓扑的有理数集合.证明 Q 是完全不连通的.（本题及例 6. 10论证了， （1) 中结 
论的逆命题不成立.在这两种情况，空间完全不连通，但没有离散拓扑 •> 

6.8 设 X 是一个拓扑空间•而 { A ,} ;ez + 是对于任一 j > l , 使得冼门人 +1 #0成立的， X 的一个连通子集 

族.证明：在 x 中， Ua 是连通的. 

6.9 证明定理 6.12 的第 (2). (3) 部分： 设 X 是一个拓扑空间. 

(1) 若 A 在 X 中是连通的，那么 A 是 X 的分支的一个子集. 

(2) 在 X 中， X 的任一分支是 X 的一个闭子集. 

(3) 举一个例子说明， X 的分支未必是 X 的开子集. 

6. 10下列例子说明，在定义 X 中 A 的一个分隔时，条件 L/nvnA = 0 是适当的，而如果要求 c / nv =0， 
则此条件似乎就太强了. 

(1) 寻找在 X ={«， 6, d 上的一个拓扑和一个不连通子集 A 的例子，使得每一对集合 LT 与 V ，是 X 
中满足 unvrux — a ) 式 0 的 a 的一个分隔. 

(2) 寻找在 R 上一个拓扑和一个不连通子集 A ， 使得每一对集合 t ； 与 V . 是 R 中满足 t / nv 门 ( R _ A ) ^0 
的， A 的一个分隔. 

补充 练习： 重访地理信息系统 （ GIS ) 

在以下的练习中，我们继续研究 2. 4 节中 所介绍 过的交值及其在地理信息系统中的应用.回忆起来，在 
这些应用中，我们对正则闭可平面化的集最感兴趣，它的内部不是两个分禽非空开集的并.由于我们有连通 
性的概念可用，现在就可以用更精确的方式，来定义这些重要的集合了.此外，我们在此处理的，是比 2.4 
节中所介绍的可平面化的空间区域更一般的集族.特别地，我们不要求这些集合是妒的子集. 

定义 6. 15 给定一个拓扑空间X，X中一 个空间 区： 域 A 是X的有连通内部的一个非空、正则且闭的真子集. 
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SE 6.11 设 X 是一个拓扑空间. 证明： 如果 A 是 X 的一个真子集，而且 A 是一个非空、连通开粲的闭包， 

那么 A 是 X 的一个空间区域•（注 ： A 的内部未必是此问题陈述中所指的开集，但是可以证明，八 

的内部是连通的，这可由 A 是连通开集的闭包这一事实推出 ■) 

请回忆 2.4 节中所给出的交值的定义.由于空间区域是正则闭集，推论 2. 19适用，这就可得出，对于一 
对空间区域来说，交值 d ， 0， i ， 0) ， （0 ，0 ， h 0) ， （1 ，0，0， 1：) ， （0 ’ 0’ 0 ’ （1 ’ 0’ i，D 和 

(0, 0, 1， 1) 是不可 能的. 以下的练习排除了空间区域更多出现的可能交值，只要假定在一个连通的拓扑空 
间中.我们有两个空间区域.由于平面是连通的（见推论18)，因而此练习确认了定理 2. 21中的论断，对于 
一对可平面化的空间区域来说，仅有的交值是 （1 ，1，1， 0) ，（0，1，1， 0) ， （1 ，1，0， 1) ， （0, 1, 0, 1) ’ 
(1， 1， 0， 0)， （0， 0， 0， 0)， （1， 0, 0， 0)， （0， 1， 1， 1) 和（1， 1* 1， 1). 

SE 6.12 设 X 是一个连通的拓扑空间，并假定 A 与 B 是 X 中的空间区域.那么，在入中 A 与 B 的交值不能 

等于（0，1，0， 0), (提 示： 证明 AHB 是一个既开又闭的非空集，于是定理 6.2 适用 .） 

再来考虑定理 2. 21. 我们关注在练习 2. 30和补充练习 6. 12的 
证明中的那些部分.定理21的其余部分，可通过证明以下结论 
得到： 如果在一个连通拓扑空间中，空间区域 A 与 B 的交值与右 
表中左栏所列的相同，那么 A 与 B 之间的关系，与右栏中所列的 
对应栏目相同.在随后的练习中再给出这些结论 • 

以下的引理很 有用： 

引理 6.16 设 X 是一个拓扑空间.假定 C ：， D 匚 X ， 且 C 是连 通的. 如果 Cn 3 D =0， 那么要么 CCIInt 
( D ), 要么 CnCHD )-0. 

SE 6. 13 证明引理 6.16. 

以下3个练习关注的是上表中的第1、2、5行.引理 6.16 会提供某些帮助.而第3、4行的证明与第1、 
2行的证明相类似. 

SE 6.14 设 A 与 B 是拓扑空间 X 中的一个空间区域.证明：如果在 X 中 A 与 B 的交值为（1，1，1，0)， 

那么 AC 1 B . 

SE 6.15 设 A 与 B 是拓扑空间 X 中的一个空间区域. 证明： 如果在 X 中 A 与 B 的交值为（0，1，1，0>， 

那么 A 匚 Int ( B ). 

SE 6. 16设 A 与 B 是拓扑空间 X 中的一个空间区域. 证明： 如果在 X 中 A 与 B 的交值为（1，1，0, 0)， 

那么 

6.2 用连通性区分拓扑空间 

在本节，我们证明在标准拓扑中，〃维欧氏空间是一个连通的拓扑空间.我们首先证 
明，在标准拓扑中实轴是连通的.随后由定理 6. 10得出对于 R ” 的一般结果.我们还要说 
明，连通性为何能用以帮助对拓扑空间加以区分（也就是说，确定特定的相互不同胚的一 
对拓扑空间 h 

为了证明实轴是连通的，我们利用实数系统的下述性质： 

(1) 上确界 性质： R 的任一子集以一个上确界为上界_ 

(2) 如果 a ：， 且那么存在％，使得 x <2：<； y . 

定理 6. 17在标准拓扑中，实轴是连通的拓扑空间. 

证明 如果实轴是不连通的.设 U 与 V 构成 R 的一个分隔.取 “6 U 及 rGV . 不失一般 
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性，我们可以假定 U < V •设 U r =UfMur V ], V 1 
v \ 由于 lt (关于 t ；) 有 上界， 因此 u ' 有 


u 


上确界，把它称为 C . 我们有以下通 
过证明 C 龟 U'A C 茫 V 来推出矛盾- 

为了证明 C 泛 V ',我们假定然后 
来推出矛盾.由于而沪在 u，d 


Vn [ M , 幻.（见图 6. 8.) 于是得出 t/UV 



ir 




r 



图 6. 8 [ m , v ] 中的集合 t /' 与 V 


中是开集，于是得出，存在山使得且 （A C ] crv ^ 这就蕴涵^是⑺的一个上界， 
且 d 小于上确界 C . 这就产生了一个矛盾，因而 


我们再来证明 crCU '. 同样通过推出矛盾来加以证明.因此假设由于 IT 在 [ w ，d 
中是开集， Kv ^ u ! \ 所以存在山使得 [ c ， d )[ u '. 对于任一 ee(c ， 心，可得且6> 
C， 这与 c 是[/的一个上确界的事实相矛盾.所以 C 爸 [/. 

因此且 c 茫 [/. 但是士[心 d ， 且 iruv ' = [ M , t ；]. 由最后的这一矛盾可得出， 


在标准拓扑中， R 是一个连通的拓扑空间. 
定理 6 . 10 和 6 . 17 蕴涵下列 推论： 


推论 6. 18 维欧氏空间 R rt 是一个连通的拓扑空间. 


例 6.11 R 的所有区间子集在 R 中是连通的.为什么呢？开区间 U ， 6)，（一⑺， 6) 与 


( a , cx .) 是连通的，原因是它们与 R 同胚.于是定理 6. 8蕴涵， R 的所有其他区间子集在 R 
中是连通的，由于它们可通过对开区间添加极限点而得到. 

例 6.12 «维球 S " 是一个连通的拓扑空间.我们对球 S 2 来证明此结论，而用一个类似 

的方法可得出是连通的证明. 

在例 4.16 中所介绍的球极平面射影函数，是 R 2 与 S 2 的由挖去北极 iV 而得到的子空间 S 2 — 
m 之间的一个 同胚. 由于 R 2 是连通的.，因此 S 2 —{ N } 同样如此.于是由定理6.8,在 R 2 中 
S 2 -{ N } 的闭包同样是连 通的. 当然此闭包就是整个空间 S 2 ， 因而球 S 2 是一个连通的拓扑 
空间. 


例 6.13 由于区间7=[0, 1] 是连通的，因此正方形也是连 通的. 圆环、默比乌斯 
带、克莱因瓶、球面和射影平面，全都是通过 
把一个正方形的对边粘合而得到，或全都与此 
空间同胚（见图 6.9). 所以，存在从这个正 
方形到每一个这样的空间的商映射，而这些都 
是具有连通定义域的连续函数.于是得出，每 
一个这样的空间是连通的. 

例 6.14 拓扑空间 R 2 — {0} 称为有孔平 
面 （其中0=(0, 0) 是此平面的原点）.我们 图 6 . 9 正方形的商空间是连通的 

来证明它是连通的.每个半开平面 = b >0} 和 = {( x ，： v ) |： v <0} 都与 R 2 同 

胚（见练习 4.14). 因而 H + 和 H - 在 R 2 中都是连 通的. 由定理6.8，我们可以在每一个中添 
加极限点，并保持它们是连通的 事实. 所以，对于 H + 和来说，都可添加整个: r 轴，而原 
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点除外 • 所得到的集合在 R 2 中也是连 通的. 由于所得到的集合有交集，它们的并也是连通 
的，而它们的并正是 R 2 —{ O }. 

注意，如果夕是 R 2 中的一个点，那么 R 2 — {户}是连通的，这是由于 R 2 — 彳户}与 R 2 — 
{0} 同胚. 

于是，我们就有连通的拓扑空间的一个集族，我们来论述，连通性如何能用于对一些拓 
扑空间加以区分. 一 条直线既不是一个圆周也不是一个平面，又不是一个球面.我们如何能 
加以证明呢？我们将会看到连通性所提供的帮助. 

正如我们在例 6 . 5 中所指出的，从实轴挖去一个点，将得到一个不连通的拓扑空间.这 
是一个十分重要的概念，为此我们提供一个特别的定义： 

定义 6.19 设 X 是一个连通的拓扑 空间. X 的 割集是 X 的一个子集 S ， 使得 X — S 不连 
通_ X 的割 点是点 p 6 X ， 使得 {/>} 是 X 的一个割集. X 的割集或割点称 为分割 X . 

例 6. 15 平面 R 2 是连通的.如果我们挖去圆周 S 1 的话，就留下如图 6. 10 所示的两个分 
离的非空开集.因此， R 2 —^ 是不连通的，蕴涵 S 1 是此平面的一个割集. 

事实上，拓扑学的一个经典定理——若尔当曲线定理断言，在平面上的每一条简单闭曲 
线，是平面的一个割集.确认这样一般的结论要比圆周 S 1 这样特定的情况要困难得多.我们 
将在11章中证明若尔当曲线定理. 

从图 6. 11 所描绘的情况我们可以期望，假如 X 是一个连通的拓扑空间，如果 Int ( A ) 与 
Int ( X - A ) 都是非空集（见练习 6. 23), 那么， X 的一个子集 A 的边界是 X 的一个割集. 





6. 10 


圆周 S 1 是平面 R 2 的一个割集 


图 6. 





11集合 A 的边界是 X 的一个割集 


以下的定理确认了割集和割点在同胚下保持不变，因此我们能利用它们对一些拓扑空间 
加以区分. 

定理 6.20 /: X—Y 是一个同胚.如果 S 是 X 的一个割集，那么 /(S) 是 Y 的一个 

割集. 

证明 见练习 6.24. ■ 

从定理 6. 20 立刻可得到，如果/: X—Y 是一个同胚，而 p 是 X 的一个割点，那么 /(/0 
是 Y 的一个割点. 

例 6.16 R 中的每个点夕是一个割点 • 与此对照，在平面 R 2 上，没有一个点 g 是一个割 
点，这是由于对于所有的 g 6 R 2 , R 2 ~{ q } 是连 通的. （见图 6.12.) 因此，此直线与这个平 
面不同胚， 

例 6.17 对于任一 gGS 1 ， 空间 S 1 — {g} 与 R 同胚. 由于 R 是连通的， S ^- iq } 同样是 
连 通的. 因此，在此圆周 S 1 中没有一个点是 割点. （见图 6..13.) 但是，由于在此直线上的每 
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个点都是一个割点，于是得出，此圆周与这条直线不 同胚. 此外，对于任一 res 2 , 空间 S 2 — 
{ r } 与此平面同胚，因而是连 通的. 于是，在此球面穿上没有一个点是割点，蕴涵此球面与 
这条直线不同胚. 

例 6.18 圆周的任一两点集{多，把圆周分为两个开区间，因而任一两点集是此圆周的 
一个割集.（见图 6.14.) 然而，从此球面挖去一个两点集 g '} 就得到与此有孔平面 R 2 — 
{0} 同胚的一个空间.由于 R 2 —{0} 是连通的，于是得到，在此球面上没有一个两点集是割 
集.因此，这个圆周与此球面不同胚. 



图 6.12 R — 不连通，但 图 6.13 R —{/>> 不连通，但 图 6. 14 S 1 — 不连通，但 

R 2 -{^} 是连通的 S 2 -< r } 是连通的 S 2 ~{ q , q '} 是连通的 


至今，我们已经对直线与平面、圆周以及球面加以区分，而且也对圆周与球面进行了区 
分. 类似地，我们还可以对圆周与平面加以区分，（见练习 6.29.) 然而，当我们考虑球面与 
平面时，发现单点集、两点集甚至可数无限集全都不能分隔开.（见练习 6.43.) 因此，我们 
不能像以前的例子那样，通过挖去一些简单的集合的方法，对球面与平面加以区分.在第7 
章，我们将证明紧致性的拓扑 性质， 就使我们能区分这两种空间.（见练习 7. 17.) 

6. 2节练习 

6.17 (1) 证明： 按 R ” 的标准度量，在 R ” 中的开球与闭球是连通的. 

(2) 证明： 在图 6.15 中所出现的每个集合 A ， B 与 C ， 是此平面的连通子集.（如图所示，集合 C 由8 
个开球与它们之间的8个切点组成 •） 



0 6.15 证明图示的平面的每个子集是连通的 


6. 18 在 R 2 中给出子集 A 与 B 的例子，使得 

(1) A 与 B 是连通的，但 AflB 不连通. 

(2) A 与 B 是连通的，但 A — B 不连通. 

(3) A 是连通的， B 不连通，但 AflB 是连通的. 

(4) A 与 B 不连通，但 AUB 是连通的. 

(5) A 与 B 是连通的， CKA ) na ( B ) 古0,但 AUB 不 连通. 

6. 19 SCTR " 按欧氏度量是有界的. 证明： B 在 R ’ 1 中的补集恰好有一个无界分支. 
6,20 在以下各种情况下，证明已知集合 C 是否为连通拓扑空间的一个 割集： 

(1) C ={6}， 而乂= {«，6， c } 具有拓扑{0，{办}， { a ，6} ，{办， c } ， X }. 






(2) C ={ c }, 而 X 同 (1). 

(3) C ={0} , R 上的以原点为特殊点的特殊点 拓扑. 

(4) C -{- l , 1}, 而具有有限补拓扑的 实轴. 

(5) C = 圆周 S 1 , MX = R 2 . 

(6) C = 如图 6. 16所示的默比乌斯带 X 的中 心线. 图 6. 16 X — C 连通吗 

6.21 证明： 任一” ez 是数字轴的一个 割点. 

6. 22 你能把一个克莱因瓶割开成两条默比乌斯带吗？为这个克莱因瓶 K 找一个割集 C ， 使得 

(1) C 是 K 中的一条简单闭曲线，而且 

(2) K 一 (：是 两个分离开集的并，使得 K 中每个开集的闭包与默比乌斯带同胚. 

6. 23 设 X 是一个连通的拓扑空间，而 A 是 X 的一个 子集.证明： 如果 Int ( A ). 和 IntCX — A ) 都非空，那 
么 dA 是一个割集，集合 Int ( A ) 和 Int ( X — A ) 是 x —9 A 的一个分隔. 

6. 24证明定理 6. 20: 设/: X - y 是一个同胚.如果 S 是 X 的一个割集，那么 /( S ) 是 Y 的一个割集. 

6. 25 证 明：对 于任一 直线与 R ” 不同胚. 

6. 26 证 明：对 于任一 直线和圆周与 S ” 都不同胚. 

6. 27 考虑[0，1]， [0，1)，，（0， 1) 是在标准拓扑中 R 的子空间. 证明： 在这些空间中，任何两个相互都 
不同胚.（这个结论确认了在例 4. 12中所提出的论断，即已知本例所定义的3族区间，从一个集族中 
的一个区间到另一个集族中的一个区间，不存在同胚 .） 

6. 28 (1) 证明： 区间[0, 2) 与圆周夕同胚.（本题确认了在例 4.13 中所提出的论断，即这两个空间之间 

不存在同胚 .） 

(2) 证明： R 中没有区间子空间与圆周 S 1 同胚. 

6. 29 证明：不存在分隔平面的两点集，并用此结论来证明圆周与平面不同胚. 

6. 30 考虑下列 定义： 

定义 6.21 设 X 是一个拓扑空间，并假定 tz ^2. X 中的点 p ， 称为 X 中的 《阶局部割点， 如果 
存在 p 的连通邻域 LT ， 使得有《个分支. 

证明：如果/: X — Y 是一个同胚，而 > 是 X 中的 n 阶局部割点，那么 /( 户）是 y 中的 n 阶局部割点. 
6.31 从字母表中字母的一族拓扑图形表示开始，通过拓扑等价来组成等价类.（见练习 4.37.) 用练习 6.30 
来证明，如果这两个表示属于你的分组中的不同等价类之中，那么它们不同胚. 

6.3 介 值定理 

在微积分中最重要的定理之一是介值定理.它指出，如果一个连续函数把一个闭区间[〜幻 
映射到实轴 R ， 那么此函数取 / U ) 与 /( W 之间的一切值. 

定理 6 . 22 ([ a ， &] 上的介值定理） 设/: [ a ， 幻 — R 是连续 
的，并假定 s 位于 / U ) 与 /(« 之间.那么，至少存在一个 
c €[ a , b ], 使得 f ( c ) = s . (见图 6.17.) 

[ a ， 6] 上的介值定理，是形式更一般的定理（定理 6.24) 

的一个结论，我们随后将对后者加以证明. 

例 6. 19在 2001 年 1 月 1 日，体重为 320 磅的贾雷德做了一 
个新年决定，要改变自己的生活方式以减轻一些体重.因此，他 图 6 .1 7 存在 c €[ a ，6] 
决定不再到自己所喜爱的汉堡包商铺进餐了，而开始穿过大街去 使得 = s 
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频繁光顾三明治商店.令人吃惊的是，经过随后的30周，贾雷德的体重竟然减轻了 50磅. 
如果我们设作为时间 K 以周为单位）的函数表示贾雷德的体重，由于他一开始就控制 
体重，于是 W (0)=320， 而 W (30)=270. 对于270与320之间的每个体重，存在一个时刻， 
那时贾雷德的体重就那么多.特别地，存在一个时刻，他的体重为300磅.事实上，他的体 
重可能有几次都为300磅，但是，介值定理仅仅告诉我们，在30周的时间区间内，他的体重 
至少有一次恰好是那么多. 

以下的推论给出了介值定理一个有用的 例子： 

推论 6.23 设/:[〜幻 — R 是使得 / U ) 与 /(« 取相反符号的一个连续函数.那么， 
方程 /( x )=0 就有一个介于 a 与6之间的一个解. 

推论 6* 23能帮助我们寻求形如 /( x ) = 0 的方程的解.例如，如果/是 R 上的一个连续函 
数，而我们又找到一个区间，/在一个端点为负，而在另一个端点为正，那么推论 6. 23就确 
保在此区间内有方程的一个解. 

尽管[〜幻上的介值定理在微积分中首先遇到，此定理可以用最一般的方式加以陈述. 
事实上，这明显是一个来自拓扑学的定理. 

定理 6.24( 介值定理（一般形式 ）） 设 X 是一个连通的拓扑空间，而/: X — R 是连续的 
映射.如果0，/( X ),且户 < r 〈 g ， 那么•’ 

证明 设/: X — R 是连续的， p ， qefiX ), 且如果 r = 户或 r = 那么我们 
立刻就有 r €/( X ). 因此，我们只需要考虑 f < r < g 的情况就可以了.请注意，/( X )在 R 
中是连通的，这是由于 X 是连通的，且/是连续的.我们通过导致矛盾来证明 rG /( X ) .于 
是，设 r 竽/( X ).这样， 17=( — co ， r ) 和 V =( r ， m ) 是 R 的分离开子集，它们的并包含 
/( X ).由于且于是得到，/( X )与17, V 都有交集.因此，如图 6. 18所示， L ； 

与 V 构成 R 中/( X )的一个分隔.但是，这就与/( X )在 R 中是连通的事实相矛盾.所以， 
rG /( X ). _ 



图 6. 18. 如果 r $/( X ), 那么 — co ， r ) 与 V =( r ， oo ) 构成/( X )的一个分隔 

如果我们设 X 为 [I 6]，且分别设 f 与 g 为 / U ) 与 /( W， [I 6] 上的介值定理就可 
从这个一般形式的介值定理推出. 

例 6.20 设路易丝湖的湖面用一个拓扑空间 X 来表示，并设/: 是在此湖面每个 

地点湖面下方的深度.路易丝湖的最大深度为70米.请问，是否有一个地点，它的深度为30 
米呢？ 

请注意，/是一个连续函数.此外，在拓扑上 X 是一个圆盘，因而是连通的.（见练习 
6.17.) 因此，介值定理适用 • 存在/的值为0的点，当然这些点是在此湖的湖岸上.此外， 
至少还存在一个点，在这个点上/的值为 70. 所以，给出0与70之间的任一深度，必定至少 
存在一个点，在那里，湖具有此深度.特别地，至少存在一个点，在那里湖的深度为30米. 
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介值定理的一个有用的结论，是下列1维版本的布劳威尔不动点定理： 

定理 6.25(1 维布劳威尔不动点定理） 设/: [一 h 1]— [―1， 1] 

是连续的，那么，至少存在一个 g 使得 /( c )= c . 

这个定理断言，任一连续函数/: [― i ，1]— [―1， .！] 把某 
个[— 1， 1] 映射到自身.这样的点 c ， 称为/的一个 不动点 ■ 

用肉眼就很容易看出这个定理为什么 成立. （见图 6. 19.) 当 
我们从这个正方形[ — 1， 1]— [一 1， 1] 的左边到右边画出/的图 
形时，必定存在一个点 U ， c )， 在这里，图形与直线 ： V = ^ 相交. 

交点与满足 f ( c )= c 的值 e 相对应，这正是我们所希望的. 

我们用下列的证明让以上的图形化论证规范化 • 

证明 设 /: [—1， 1]— [― 1， 1] 是连续的 •由 gU )=/( x ) — 定义一个函 数私： 

[一 1， 1]— R . 函数 g 是连续的.注意 /( 一 1)>一1，因而 g ( — 1)>0，同样 g ( l )<0 •介 
值定理蕴涵，存在一个值[ — 1，1]，使得 g ( c )=0. 对于此 c ， 可得 /( c ) = “ 所以，在 
[一 1， 1] 中至少存在一个 c ， 使得 /( c ) = c ， 这正是我们所要证明的， ■ 

n 维布劳威尔不动点定理说，对于把〃维球映射到自身的任一连续函数 B ”一 B ”， 存在 
一个不 动点. （即，使得 /( X )=* X 成立的一个点 X . 〉在第11章中我们考虑一般的不动点理论 

时，再来证明2维形式的布劳威尔不动点定理. 

例 6. 21( 在种群建模中的应用） 在生态学领域，各种类型的模型——包括无论出现于何 
地的种群，从一个种群到多个种群等等——都已经以实验方法或数学方法进行过研究 • 一个 
种群如何增长和衰减？它与周围的环境如何相互影响？如何设法让所有的因素与它整合在一 
起，以及如何对模型进行研究？为此，许多数学工具被用于建立并分析这些 模型. 当一个特 
定的模型需要进行定性分析时，通常就会使用拓扑学的工具 • 

在此，我们考虑反映特定类型状态的一种明确的单种群模型，它可以借助介值定理来进 

行研究. 

设 y ( t ) 为时间〖的函数，表示此物种的种群大小.我们假定此种群按照连续依赖于当前 
种群大小的比例而增长.于是@ = 而/是连 续的. 函数/是增长函数，它反映了增长 

率是如何依赖于此种群的. 

这种模型的简单例子由 g = 々： y 给出，其中々>0.在这里，增长率与种群大小成比例.当 

一个种群不受到资源的限制且没有捕食者时，适用这个模型.这个微分方程的解族由： y = 加# 
给出.这个结果提供了此种群按指数方式增长的规律. 

对于增长函数/(30的其他情况，我们也许不能确定此解的一般形式.于是，与直接求 
解方程不同的另一些方法，是需要了解这些解的性态. 

在研究这样的模型时，求时间为恒定的解——也称为稳 态解， 通常是有意义的.这些解 
可以表示为一个系统预期的长期性态，通常以随时间.而变的解的极限性态而出现.因此，我 

们对稳态解感兴趣，由于它们通常与其他解所趋向的稳定状态相 对应. 当@ = 0时就会出现 



图 6. 19 /的不动点出现于 

/的图形与直线 
y = x 相交之处 
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一个稳态解 〆 0 = 因而当取值为： V * 时，就使得/( 〆 ）=0- 

让我们考虑一个特殊的 例子. 设表示在（美国）蒙塔纳州的一个区域内狼种群的大 
小，在那里狼重新成为野生 动物. 我们想知道是否可能存在一个稳态的狼的种群 • 

我们对相应的增长函数/作两个筒单而又自然的 假定： 

(1) 当狼的数量较少时，有足够多的资源能维持种群的增长 • 

(2) 当狼的数量较多时，资源的基础不足以维持增长的需要，因此种群衰减 • 

因此，对于小的 J 值，我们设 /(3^)>0; 而对于大的： V 值，我们设 /(y)<0. 让我们取两 
个这样 的值： S 接近于0时， /( S »0； 而 L 取值较大时， /( LX 0. 

考虑图 6.20 中的： y — f 坐标 系. 微分方程¥ = /(>)的解具有斜率 /(： V ). 也就是说，通 

过点 U ， 30 的解曲线，以 /( y ) 为斜率.特别地，根据我们的假定，每条解曲线的斜率正如 
图 6.20 所示，在 ： y=S 时为正，而在: y=_L 时为负 • 

在以 平面，设 B 是由 

B = {(，，川， >0, S <： y < L } 

所定义的 带子. 显然，在图 6.20 中进入带 B 之中的解曲线， 必定留在 B 中. 在带 B 之中会 
出现什么情况呢？由于没有有关增长函数/性态的更多信息，因此不能得出更进一步的结论. 
然而，介值定理却能确保得到进一步的结论，这是由于 /( S )>0 且 /( L )<0， 所以存在一个 
值 y e [ S ， L ]， 使得/( 〆 ）=()•(见图6_21.)于是，存在一个稳态解它的图形 
是在带 B 之中的一条水平直线.因此，在种群小时增长，而在种群大时衰减的假定下，我们 
就可以得出 结论： 至少存在种群的一个值，此时狼群以稳定的状态存活. 



图 6. 20解曲线的斜率由$=/(30描述，其中 /( S )>0, f ( L )<0 



在上述例子中，我们对一个微分方程完成了一次简单的定性分析.通常，有关微分方程解 
的性态的定性研究，属于动力系统这一领域.（我们在第8章将研究动力系统理论的另一方面 .） 

我们前面的分析，可以推广为一个直接的动力系统 结论： 设在 6 ] 上定义#=/( 30 ;如果/ 

是连续的，且使得/(«<0,且 / U )>0, 那么存在一个稳态解★)=，，其中 ， e [ a ，6] •这 
是利用拓扑学的工具进行的，有关微分方程解的性态的一种典型的定性结论.即使我们能够确定 
一 个微分方程的解时，进行拓扑学的分析能使我们对它们的性态作出结论. 

'* 一 般形式的介值定理，有各种其他有趣的推论，例如，我们有以下的定3^ 

定理 6. 26设/: S 2 —R 是连续的_那么，存在 ceS 2 , 使得 /( c )=/( — C ). 









证明 设 /: * S 2 —R 是连续的. 用 = / U ) — /( — * x ) 来定义 S 2 — R . g 在点 
: c 6 S 2 的值，是 / 在工的值与 / 在工的对心点一 x 的值的差.请注意^■是连续的，定义域& 
是连通的，而对于任一 igs 2 ， gU )^- g (- x ). 取点户 es 2 . 如果 〆 力）=0，那么 /( 户）= 
/( 一 p )， 而这个等式我们已经得以实现•另一方面， s ( p ') 与 〆 一 W 异号，介值定理蕴涵，存 
在 g es 2 , 使得 〆 g >= o . 于是，对于此❼可得 /( W = /(— 无论 〆 W = o 还是 〆 户)#0,都 
可以得到，存在 ces 2 , 使得 /( c ) 二 /( 一 c )， 这正是所要证明的结论. ■ 

例 6.22 定理 6.26 在气象学中有奇特的应用 • 假定地球的表面是一个球面，而地表温度 
是依赖于球面的一个连续函数，而且在任意时刻，在地球上的一个点与它的对心点有相同的 
温度. 当然，我们可以用任意其他依赖于地球的连续变量，诸如气压、相对湿度或海拔高度 
来取代温度，也能得到相应的结果. 

定理 6. 26 可以推广为关于连续函数 /: S ”— IT 的结论，其中这个一般的结论称 
为博苏克-乌拉姆 定理. 定理 6. 26 指出了 ”=2 和 m=l 的情况 • 对于 m=l 而 n 为任意的情 
况，定理 6.26 的证明转为刚才所给出的 证明. 然而，一般的博苏克-乌拉姆定理的证明所需 
要的拓扑工具，超出了本书的范围. 

在第9章的一组练习中，我们证明当 m = 2 而？ z =2 时的博苏克-乌拉姆定理 • m = 2 且 
n =2 的情况适用于函数/: S 2 — R 2 的情况，并提供了一个比例 6 . 22 所提出的更强的气象学结 
果.特别地，在任何给定的时刻，在地球上存在互为对心的两点，它们不仅有相同的温度， 
而且竟然同时有相同的气压！ 

6. 3 节练习 

6. 32 设把球面与地球的表面视为相等来定义： T : S 2 — R ， 并设 T ( x ) 是某一时刻在此表面上点： r 的温度 • 
假定了是一个连续函数_请证明：如果了(美国阿拉斯加州的安克雷奇港）=_30°，且： T (美国檀香山 
市 ）= 80 。， 则在此地球上存在某个点，那里的温度是 0°. 如果我们把地域限制在美国 印 个州，此结论 
一定成立吗？如果丁(美国明尼苏达州的德卢斯港）= 一30°，而.丁(美国佛罗里达州的劳德代尔堡市）= 
80 % 此结论在美国成立吗？ 

6.33 设 〆 : r ) 是奇次多项式函数.证明 〆 尤）= 0至少有一个实根. 

6. 34 当定义域 R 按以下每种拓扑定义，请确定一般形式的介值定理是否成立： 

(1) 平凡拓扑. 

C 2) 离散拓扑. 

(3) 下限拓扑. 

6.35 陈述并证明，对于映射到数字轴的函数的介值定理. 

6. 36 设在给定的时刻，我们测量地球上每个点的阳光强度_按照定理 6 _2 6 ,在地球的表面，必定存在互为对心 
的两点，它们的阳光强度相同.然而，如果在一个点是在白天，而在对心点却是在晚间！请破解此悖论. 

6. 37 证明： 在地球表面上的每个大圆（由这个地球表面用通过其中心的平面相截而得到的圆周）存在具有 
相同温度的互为对心的两点. 

6. 38 (1) 设 X 是连通的，且同胚 A : X 存在，使得对于任一 ： reX ，= 证明： 对于每个连续 

函数/: X - R , 存在 使得 / U ) = /04( i )). 

(2) 利用 （1) 的结论 证明： 在调味油炸圈上的某处存在一点，与绕此油炸圈的中心轴旋转180度而得 
到的那个点，有同样厚的一层调料. 
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6.4 道路连通性 

在本节，我们介绍道路连通性，即我们在本章一开始所提到的讨论连通性的两条途径之 
中的另一条途径.我们证明道路连通性蕴涵连通性.此外，我们展示一种拓扑空间（拓扑学 
家的漩涡），它是连通的，但不是道路连 通的. 因此，对于一个拓扑空间来说，道路连通性是 
一个比连通性更强的条件. 

设 X 是一个拓扑空间，而 X, : y 是 x 中的点.在 4. 3节中已定义过，在 X 中从 X 到 y 的 
一条道路，是使得/(0)=^且/(1)= >的一个连续函数/: [0, 1]— X . 

定义 6.27 —个拓扑空间 X 是道路连通的， 如果对于任一 X ，： y 6 X ， 在 X 中存在一条从 
: r 到: y 的道路.拓扑空间的一个子集 A 在 X 中是 道路连通的， 如果 A 在传承自 X 的 A 的子 
空间拓扑中是道路连通的. ' 

显然…是道路连通的，在此标准度量下，正如在 R n 中的任一开球和任一闭球一样. 

定理6, 28 设 X 是一个道路连通的空间，那么它是连通的. 

证明 设 X 是一个道路连通的空间.我们通过证明它仅有一个分支，或等价地证明任一 
对点工，：包含于 X 的某个连通子集之中，来证明 X 是连 通的. 于是，设 x , y 是叉中的 
任意点.由于 X 是道路连通的，因此在 X 中存在从 x 到^的一条道路.这一道路的原象，是 
X 的既包含 x 又包含: y 的一个连通子集.因此， X 中的每对点包含于 X 的一个连通子集之 
中，所以得到 X 是连通的结论. ■ 

由于道路连通性蕴涵连通性，又由于 R 在显然是道路连通的标准拓扑之中，看来我们现 
在有一种证明 R 连通性的方法，比在定理 6. 17中所提出的方法更简单.然而，这样的论证有 
一种缺陷.定理 6. 28的证明，利用了区间 [ a ，6] 是连通的事实，而区间 [ a , 幻是连通的 
证明，又利用了 R 是连通的事实.因此定理 6. 28的证明，实际上是建立在 R 连通性的基础之 
上的. 所以，定理 6. 28不能用来证明 R 是连通的. 

乍一看来，可能很自然地认为连通性和道路连通性是等价的，但是事实上它们并不等价. 
在以下的例子中，我们会发现一个拓扑空间是连通的，但却不是道路连通的. 

例 6.23( 拓扑学家的漩涡） 设 A 如图 6.22 所示，是用极 

坐标表示为3卜6[0, oo ) j 的平面曲线.曲线 A 朝 

圆周 S 1 向外卷成螺旋状.拓扑学家的漩涡 W 定义为 WrAUS 1 . 

A 可看为由/(0) 。给定的嵌入/: [0,⑺） — R 2 的 

象. 直接可证明 W 是 R 2 中 A 的闭包. 

注意， A 是连通空间[0,⑺）在一个连续函数下的象，因而 
A 是连 通的. 又由于 W 是 R 2 中 A 的闭包，因此它也是连 通的. 图 6 * 22 拓扑学家的漩涡 

然而， W 不是道路连 通的. 证明有点复杂，但是花些工夫是值 得的. 为了证明 W 不是道 
路连通的，我们来证明 W 中的每条起始于 S 1 的道路必定停留在 S 1 中，因而在 W 中没有从 
S 1 中的点到 A 中的点的 道路. 于是，设[0， 1]— W 是使得夕（0)6夕的一条道路.我们 
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再来证明 〆 [ 0 ， i ]) c : s 1 , 或等价地证明户 - US 1 )。!：。， 1 ]. 首先，注意 /^( s 1 ) 是 [ 0 ， 1 ] 
的一个非空子集，这是由于 户（0)69. 我们断言， p - US 1 ) 在 [0， 1] 中既开又闭.由于 
[0, 1] 是连 通的， 于是由定理6.2，可得出 p ~ 1 { S 1 ) = lO , 1]. 因此，我们还需要证明 
户 ^( S 1 ) 在[0， 1] 中既开又闭. 

首先，注意到 S 1 在 W 中是闭的, 而夕： [0, 1]— W 是连续的，因此 /^( S 1 ) 是[0， 1] 
的一个闭子集. 

设® 是[0, 1] 上通过取 R 中的开区间以及它们与[0， 1] 的交而得到的，此拓扑的基 • 
( S 中的每个基元素，是 [0, 1] 的一个区间子集. 

为了看出 / TUS 1 ) 是[0, 1] 的一个区间子集，选取任一点： ye / rHS 1 ). .于是 〆 W 6 S 1 ， 

而夕 (5) 有形如（1， 7) 的一个极坐标表 示式. 设 NCIR 2 具有由 

N = {( r ,0) |0. 9 < r < 1. l , y -0. 1 < 0< 7 + 0. 1} 

给出的夕( 30 极坐标形式的 邻域. （在 N 的这一选择中，特定的数值并没有什么意义，我们只 
需要 p ( y ) 的一个小的邻域 .） 集合 N ' = Wf ! N 是 W 中的一个 开集. 于是， p 一 UiV ') 在 
[0, 1] 中是开的，且包含 y 因此，存在一个基元素使得作为一个 
区间，基元素 J 是连通的.因此， PU ) 是 iV 的一个连通 子集. 我们再来证明 〆 
注意 〆 /) 与至少有一点（即 〆 30 ) 公共. 

于是，在区间 （0.9， 1) 中可以选取一个收敛于 1 的序列 （ r ,)， 且使得集合 

U n = {( r ， d ) e N \ r > r n } 及 = {( r r d ) G N \ r < r n } 

在此平面上构成 N ' 的一个分隔.（见练习 6.23.) 引理 6.7 蕴涵，对任一 n ， 成立 p ( J ) C = U „. 
于是， fi ( J ) 匚 SHN ，. 因此，我们有 ： v 6 J 匚 p - US 1 )， 而/是[0, 1] 上此拓扑的一个基元 
素. 这蕴涵夕 — VS 1 ) 在[0, 1] 中是开的，这正是我们要证明的. 

于是， W 不是一个道路连通空间.正如我们已经指出过的，它是连通的.因此，拓扑学 
家的漩涡，是拓扑空间的一个例子，它是连通的，但却不是道路连通的. 

例 6.24 拓扑学家的正弦曲线如图 6.24 所示，是由 

T = | (工， sin (去 )）0< x<lj U |(0,^)|— 

所定义的: R 2 的子空间.拓扑学家的正弦曲线，是另一个虽然是连通的，但却不是道路连通的 
空间.（见练习 6.42.) 


图6「23 



集合 K 与 V ；构成 N ' = Wf ! N 的一个分隔 



S 6.24 拓扑学家的正弦曲线 


如果我们在 R 2 中戳一个洞，不难看出所得到的空间是道路连 通的. 特别地，.设是 R 2 中 
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的一个点，并考虑 R 2 — {々}•如果 a ， 6是 R 2 — 以}中的点，而 > 不位于 a 与6之间的线段上， 
那么在 R 2 — 中存在一条从《到6的直线道路，它由 / U ) = (l — Oa + 必给出 • 另外，我们可 
以通过选取一个不在通过 a ， 6与 p 的直线上的第3点 c ， 按照一种从 a 到 6 •到6并绕开 p 的两节 


拐棍的方式，在 R 2 — 中可找到 a 与6之间的一条道路（见 
图 6. 25). 这样的道路由 

(1 ^~ 2 t)a 2 tc 0 ^ t ^ » 

(2 ― 20 c ( 2 ? — 1)6 — ^ ^ ^ 1 



给出. 


图 6. 25 R 2 — {户}是道路连通的 


注意到，由粘合引理， g 是连 续的. 于是， R 2 ~ ip } 是道路连通的 • 

上述论证也可以用于对任一 及的情况，来证明 R ” 一 {/>} 是道路连通的.然 

而，我们不必把自己限制于 R n 中的一个针孔.即使在 R n 中设置可数无限个针孔，所导致的 
仍然是一个道路连通的空间 （见 练习 6. 43与 6. 44.) 

以下的定理指出，在一个连续函数的映射下， 一 个道路连通的空间的原象，仍然是道路 
连通的.这就 蕴涵： 在同胚的意义下，道路连通性得以保持，因而是一种拓扑性质. 

定理 6. 29 设/: X—Y 是连续的，且 X 是道路连通的.那么， / ( X ) 是 Y 的一个道路 
连通子空间. 


证明 设/>， q 是 f ( X ) 中的点.选取点 x€/— 、{夕})和 yG/ 一 Uk}). 由于 X 是道路 
连通的，所以存在一条从 x 到 y 的道路 [0, 1]-X. 于是， h 是 fOO 中从户到 g 的一 
条道路. ■ 

/。尽确实是 Y 中的一条道路，但是由于对/。尽的象加以限制，/。发的象是/( X )的一个 
子集，因此可得岀它是/( X )中一条道路的结论. 

正如连通性的情况一样，一个拓扑空间可以分拆为最大道路连通子集.这些称为 X 的道 
路分支.在以下我们将确切阐述此概念. 

给定一个拓扑空间 X ，如果在 X 中存在一条从 x 到: v 的道路，则由 x 〜/^定义了在 X 上 
的一个关系.这个关系是一个等价关系，以下对此加以检验. 

(1) x 〜 px 是否成立？回答是肯定的.我们可以对于所有的 （通 过定义/(0=上来选取道 
路/: [0, 1]—[ 

(2) 是否蕴涵 y 回答是肯定的.如果/: [0, 1 ]— X 是一条从1到 y 的道 
路，那么用 g (0 =/(l — Z ) 所定义 的尽: [0, 1]— X ，是一条从: y 到 x 的道路* 

( 3 ) 设：£:〜多: y ， y 〜 pz ， 那么是否成立 x 〜/?之？回答仍然是肯 定的. 我们知道， a : 与: y 之 
间以及>与2之间分别存在一条道路.用 

/(2，） 0<，<如 

h(t) = ^ 

gi2t-l) y <^ < 1 
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所定义的幻[0，构成一条新的道路.于是， h (0)= x 9 h ( l )= z . 由于 = 

^( y ), 粘接引理蕴涵 A 是连 续的. 于是， / i 是从 x 到 z 的一条道路. 

因此，〜声是一个等价关系.照例，此等价类构成 X 的一个分拆 • 

定义 6.30 在等价关系〜夕下的等价类，称为 X 的道 路分支 • 

X 的道路分支是道路连通的，而 X 的每个道路连通的子集，是 X 的道路分支（见练习 
6.47). 按照这种意义，一个拓扑空间 X 的道路分支，是 X 的最大道路连通子集. 

例 6. 25 设是由螺线4 6尺卜6(0, m ) j 与 

圆周 S 1 上的； z 个等分点所组成的，平面的子集.我们用图 6.26 
表示出了 X 6 . 利用与拓扑学家漩涡的例子相类似的论证，我们 
可以证明又是连通的，但不是道路连通的.于是可得出 ，尤 
有一个分支，且可直接证明有 《 + 1 个道路分支. 

一个拓扑空间的分支的数量，不超出道路分支的数量，这 
一 般是正确的，由于每个道路分支，必定是此空间某些分支的 
一 个子集（见练习 6.49). 

6. 4 节练习 

6. 39设 U ， 6}，并假定 X 有拓扑7= (0, { a }, X }. 证明： X 在拓扑中是道路连通的. 

6. 40 证明： 数字轴是道路连通的. 

6.41 集合 C 匚 R " 称为星形凸的，如果存在一个点 〆 GC ， 使得对于任一 /> ec ， IT 中连结与 p 的线段 
位于 C 中. 证明： 如果 CCR ” 是星形凸的，那么 C 在 R " 中是道路连通的. 

6. 42 证明： 拓扑学家的正弦曲线是连通的，但不是道路连通的. 

6. 43 SA = R 2 _ C ， 其中 C 是 R 2 中一个可数子集， 证明： A 是道路连通的.（提 示： 给定一个点存 
在许多条通过《且完全绕开 C 的直线.为什么？） 

6. 44 SA = R " — C ， 其中 C 是 R " 中一个可数无穷 子集.证明： A 是道路连通的.（提 示： 已知工， y eR n ~ 
C , 在 R "— c 中找一条从 O ： 到: V 的道路，此道路在 R " 内位于包含1与: y 的一个平面之中 .） 

6 - 45 证明： 当《>1时， n 维球 S ” 是道路连通的.（提 示： 找一个把一个道路连通空间映射到 S ” 的满射连 
续函数 .） 

6. 46 证明： 如果是一个拓扑空间: x •的道路连通的子集族，而 Pa 。 非空，那么， Ua „ 是道路 

a€：A a6 A 

连 通的. 

6. 47设 X 是一个拓扑空间. 

(1) 证明 X 的每个道路分支是道路连通的， 

(2) 证明 X 的每个道路连通子集，是 X 的某个道路分支的一个子集. 

6- 48举例说明一个拓扑空间 X 的道路分支未必是 X 中的开集，也未必是 X 中的闭集. 

6. 49 证明： 一个拓扑空间 X 的每个道路分支，是 X 的某个分支的一个子集. 

6. 50举例说明一个拓扑空间有不可数无穷多个道路分支. 

6. S 1 证明： 如果 X — Y 是一个同胚，而 C 是 X 的一个道路分支，那么 /( C ) 是 Y 的一个道路分支. 



m 6.26 集合由一条螺线 

与环绕它的圆周上的 
6个等分点组成 
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6. 52设兄 ，…， 兄是道路连通的. 证明： 对应的积空间… XX „ 是道路连通的. 

6.5 自动导向装置 

自动导向装置，是在一个制造设施中用来把材料从一个位置传送到另一个位置的移动机 
器人.在设计和建造这样一个设施时，其中一部分难题是，如何适当地设置移动机器人的路 
线，使得机器人能够以有效和安全的方式连续改变方向.在这个计划的过程中，自然要使用 
拓扑学的工具和概念.本节考虑一些简单的例子. 

我们为每个具有一个移动点的机器人建模时，是通过一个拓扑空间来表示在此工厂中机 
器人路线的.首先，假设我们有在用 R 来表示的一条直线上移动的两个机器人 A 与 B ， 如图 
6.27 所示.设&表示机器人 A 的位置，表示机器人 J3 的位置.这两个机器人的构形空间 
(见 3. 5 节）是空间 

C = { (x A ,x B ) I x A G ^ R} = R X R = R 2 . 

为了防止机器人相撞，我们不允许两个机器人在同一时刻出现在同一点，即我们决不允许 = 
于是，所得到的允许的构形空间是 

SC = {(^A I X A 6 R ， a：B 6 # 工 b }， 

为了对此空间与构形空间 c 加以区分，我们称此空间为这两个机器人的安全构形空间. 

平面上被安全构形空间排除在外的那些点，组成集合{( X ， x )| x 6 R }. 这个集合称为此 
平面的对 角线， 并记为 △. 请注意， SC=C—A. 在这种情况下，此构形空间是挖去此对角线 
的平面（见图 6. 28). 重要的是，要注意这个空间是不连通的，因而不是道路连通的.在不久 
之后，我们将会看出这个事实的意义. 



图 6 .2 7 在直线上移动的两个机器人所 图 6. 28在直线上两个机器人的安全构形 

产生的构形空间是 R 2 空间是挖去对角线的平面 

在一般情况下，假设我们在空间 X 中有《个机器人.安全构形空间定义为空间 

SCHX) = (XX XX …XX) — A ， 

其中，△={(々， x 2 ， …，I 对某些 X i = Xj ). 

在这里我们取义的《个拷贝的乘积，并挖去对角线 △. 正如两个机器人的情况一样，通 
过挖去集合△，我们排除了两个或多个机器人出现在同一点的构形，因而消除了机器人相撞 
的可能性. 

为了要在空间 x 中重新设置机器人而进行建模，我们使用在 se ( x ) 中的一条道路.特别 
地，假定我们的 n 个机器 A 已初始定位，使得机器人）定位于我们定义此 w 个机器人从初始 
构形 ，…， IJ 到最终构形，…， F „) 的 重新设 置为一条道路化 [0, 1]— 
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sc *( X ), 使得 p ( i )= F . 这样一条道路的存在，就能确保这些机器人从初始构形可无 
相撞地移动到最终构形. 

已知这些机器人的两个构形 M =( M ， …， M n ) 与 N =( Nr ， …， N n )， 我们称 iV 是从 M 
可达 到的，如果机器人从 M 到 N 存在一个重新设置.如果此安全构形空间是道路连通的，那 
么，每个构形空间都可从任一其他构形空间可达到，并且称这些机器人在 X 中是可任意移 动的. 

例 6 .26再回到在直线上两个机器人的那个例子，此时的安全构形空间是 SC 2 ( R )= R 2 — 
A , 正如我们已观察到的，这个空间不是道路连通的，因此在 R 中，这两个机器人不能任意移 
动.这在直观上是明显的，由于从机器人 B 到机器人 A 左侧的任一构形可得到的，机器人 A 
到机器人 B 左侧的构形并不存在. 

这种直观的观察，反映在安全构形空间的结构上.特别地， SC 2 ( R ) 的道路分支是集合 

^ ~ ，工 ) | 工 A < 工 B 6 R } 及 V = { (工八，:丨 G R ) 9 

如图 6. 2 8 所示，它们分别位于此对角线的上面和下面.集合17表示机器人 A 位于机器人 B 
左侧的所有构形，而集合 V 表示机器人 B 位于机器人 A 左侧的所有构形.由于在 SC 2 (尺）中 
没有从1/到 V 的道路，于是就得到——正如我们直观观察到的——从机器人 B 到机器人 A 左 
侧的任一构形，不能从机器人 A 到机器人 B 左侧的构形而得到.然而，由于在1/中每对构形 
之间，存在中的一条道路，于是可得出，机器人 A 到机器人 B 左侧的任一构形可借助一种 
重新放置，让机器人 A 保持在机器人 B 的左侧，可从任一其他这样的构形而得到.对于 V 中 
的每对构形，结论也同样成立. 

在图 6 .29中，我们表示出了这两个机器人在 [/ 中从一个初始构 
形 Ua ， h)， 到最终构形 （ F a ， F b ) 的两种重新放置_由于这些构 
形是在 (7 之中，因此机器人 B 是在机器人 A 的右侧 • 按第一种重新 
放置，两个机器人都移动到右边，但机器人 B 移动的幅度超过了机 
器人反映此事实的一种情况是， （ J A ， J B ) 与 （ F a ， F b ) 之间的 
线段的斜率大于1_按第二种重新放置，这两个机器人相互朝前移 
动，但由于它们按相反的方向移动，因此 （ J A , I B ) 与 （ i ^， F b ) 

之间的线段的斜率是负的. 



U 


图 6. 29 U ■中的两种 

重新设置 


例 6. 27 考虑在圆周 S 1 上的两个机 器人. 此时，安全构形空间 SC ^ S 1 ) 是一个挖去对角 
线的环面 SXS 1 . 为了画出这个安全构形空间，请考虑图6, 3 0.在此，我们把此环面表示为把 
对边视为相同的一个正方形 • 所挖去的对角线用虚线来表示.挖去对角线，导致一个由将两个三 
角形沿图示的各边粘合而成的一个 空间. 对应的空间与（0， 1) XS 1 即一个开圆环同胚 • 

一个开圆环是道路连通的，由于它与两个道路连通的空间 （（0, 1) 与 S 1 ) 的乘积同胚， 
而又由于道路连通空间的乘积是道路连通的（见练习 6.52). 因此，我们可以得出 结论： 在圆 
周 S 1 上的两个机器人是可以任意移动的. 

例 6.28 本例选自 [ Abr 2] 中的一个例子.考虑两个机器人 A 与 B 在图6,31所示的 Y 

形拓扑图上的构形空间.我们用 Y 来记此空间，并用心0与厂来记 Y 的3条边 • 这3条边交 
于顶点 I ；. 
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图 6.30 安全构形空间 SCHS 1 ) 是一个开圆环 图 6.31 在空间 Y 上的两个机器人 

安全构形空间是 SC ?( Y ) = ( yXY )— 厶为了画出 SCHiO , 我们把它分为3个 子集： （ YX«)—f 

S 

△， （ yx /»— △与 （ yxy ) — △， 然后考察如何把这 3 个子集粘合在一起而构成^ 
在图 6.32 中，我们描述了 （ YX «) —厶与固定在 P 的机器人 A 和位于 Y 上任何别处的机器 f 
人 B 相应的构形集合，由在所画出空间的底部上的边来 表示. 沿着标记有单箭头的边，机器人 B | 
固定于％而机器人 A 位于边 a 上.标记有双箭头和3箭头的边，可以用类似的方式作出解释 .j 
在 （ YX a )_ △的图示上竖直移动，对应于机器人 B 沿边 a 朝外移动，并让机器人 A 保持固定 .1 
由于我们已经挖去了与这两个机器人同时出现在边《上所对应的对角线段，因此如图所示，存在 i 

I 

( yx a ) — A 的两个 分支： 一个是在此对角线段下的三角形，另一个是 （ YX «)— A 的其余部分. 

在图6. 33 中，我们图示了 （ YX /3) — A 和 （ YXy ) — A . 情况与图 6.32 所展示的相类似. 
重要的是，要完全理解在 （ yx #) —△和 （ YXy ) — A 上标记有单箭头的边，与 （ YX a ) — △上 i 
标记有单箭头的边相对应.这些边中的每一条，对应于一些构形，其中机器人 B 固定在 r ， 而 
机器人 A 位于边《上的某处，因此，由 （ YX a )— A ，（ YX 负一 △和 （ Yxy ) — △来构建 （ YXY ) 

—△时，这些边粘合在一起.在构建 （ YXY )— △时，标记有双箭头的边以类似的方式粘合在一 1 
起，标记有3箭头的边也同样如此. 丨 



图 6. 32安全构形空间 （ yxy ) — △的子集 （ YX a ) —△ 图 6. 33空间 （ YX 於 一厶和 （ yx y ) —A ! 

取 （ YX«) — △ ， （ YXp- △和 （ YXy) — △，并把它们粘合在一起，使得这些箭头适当地 | 
相匹配，我们就得到如图 6.34 所示的安全构形空间 SC 2 (Y) = (YXy) —△. 标记有 1，2 与 3 1 
的部分，分别来自 （ YX«) —厶， （ YXp) — 厶和 （ YXy) — 中间的洞，是与这两个机器人同； 
时位于 u 所对应的已挖去的那个对角点.安全构形空间 schy ) 是道路连通的.因此，这两 1 
个机器人在 Y 上是可以任意移动的. 

在图 6.35 中，可直接俯视图 6. 34 所示的 SC 2 (Y), 我们描绘了对这两个机器人的重新放| 
置，开始，机器人 A 靠近《的端点，然后，机器人 B 靠近0的端点来进行位置的转换.而转 ' 
换道路，则对应于这两个机器人以下方式的连续改变 方向： 

(1) 让机器人 B 保持固定，机器人 A 移动到点①，然后移向边 y 上. 
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(2) 让机器人 A 保持固定，机器人 B 移动到点 w ， 然后离开它在边 7 上的最后位置 • 

(3) 让机器人 B 保持固定，机器人 A 回到点 I ，然后离开它在边#上的最后位置 • 



图 6, 34 安全构形空间 SC 2 (T) = (YXY) — A 图 6. 35 在 Y 上两个机器人通过位置 

转换而形成的重新放置 


6. 5节练习 

6. 53考虑在一条直线上两个机器人的安全构形空间 SC 2 ( R ). 对于以下的每种情况，画出 SC 2 ( R > 的一条 
线段，以说明所描述的重新放置 ： 

(1) 机器人 B 在机器人 A 的左侧，它们彼此以相反方向朝对方靠拢. 

(2) 机器人 B 在机器人 A 的左侧，它们都朝左 移动， 机器人 B 的移动超过机器人 A . 

(3) 机器人 A 在机器人 B 的左侧，它们彼此以相反方向离开. 

(4) 机器人 A 在机器人 B 的左侧，它们都朝右移动，机器人 A 的移动超过机器人 B. 

6. 54对于从圆周上两个机器人任意给定的构形到任何其他构形的重新 放置， 请描述其实现的一般过程. 

6.55 请描述在 R 上移动的3个机器人的安全构形空间，指出组成此空间的不同道路分支有多少个，并讨论 
这些机器人的哪些相对位置与各个道路分支相对应. 

6. 56设在直线上有两个机器人，而且在此直线上有一个特定的坐标这两个机器人都不能出现.请对此 
情况的安全构形空间画出草图并加以描述.指出组成此空间的不同道路分支有多少个，并讨论这些机 
器人的哪些相对位置与各个道路分支相对应. 

6. 57画出表示机器人位置转换一种重新放置的 SC 2 ( Y ) 上的一条道路，在一开始，这两个机器人都位于边 
7上.描述机器人相应的方向连续改变. 

6. 58考虑图 6.36 的左边所示的在空间 P 上的两个机器人的安全构形空间 SC Z ( P ). 

(1) 空间 SC 2 ( P ) 作为 SC 2 ( Y ) 的一个商空间，可通过把 SC 2 ( Y ) 的各部分粘合在一起的方法而得 
到.在 sc 2 ( y ) 的图示上指出把哪些部分粘合在一起可得到 sc 2 ( p ). (提 示： 考虑如何通过把 y 
上的一些点视为同一点而得到 .） 

(2) 在 SC 2 (P) 的表示上，画出说明转换这些机器人位置的一种重新放置的一条道路的草图.在一幵 
始，机器人 A 在 P 的顶部，而机器人 B 在 P 的底部.描述机器人相应的方向连续改变. 

6. 59考虑图 6 . 36的右边所示的在空间 X 上的两个机器人的安全构形空间 SC 2 ( X ). 

( 1 ) 画出 sc ： 2 ( x ) 的一种图示，说明它如何能以我们构造 sc 2 ( y ) 类似的 
方式，借助将一些子集粘合在一起的方法构建出来. 

(2) 对于你所作出的的图，画出说明转换这些机器人位置的一种重新 



放置的一条道路的草图.在一开始，机器人 A 在 X 的左顶部，而机器人 B 
在 X 的右顶部.请描述机器人柑应方向的连续改变. 


m 6.36 空间 P 和； C 
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f 紧致性 

! 

| - 

至今，我们已介绍过了拓扑学导论 “3 C ” 中的 2 C : 连续性 （ Continuity ) 和连通性 
( Connectedness ). 本章我们将提出第 3 C : Compactness ,即紧致性.但这个概念并不像连续 
性和连通性那样直观.在 R ” 中紧致集是有界闭集，但是在一般的拓扑空间中，紧致集不像所 
描述的那么简单.事实上，对一个一般的拓扑空间，正式定义紧致性颇费了拓扑学家的一些 
工夫.在20世纪早期拓扑学的发展期间，曾提出过几种定义.最后，拓扑学家同意了在1923 
年由俄国数学家亚历山德罗夫 U 896 — 1982) 和乌雷松 （1898 — 1924) 所提出的紧致性的定 
义；现在我们在 7. 1节作介绍. 

在 7.1 节，我们定义紧致性并考察某些有关的结果和例子.度量空间中的紧致性在 7.2 
节中提出.在 7. 3节，我们证明极值定理，然后用它建立许多其他有用的结果.在 7.4 节， 
我们研究极限点的紧致性，它是与紧致性相接近的一种性质.最后，在 7. 5 节，我们介绍单 
点紧化，这是一种通过为一个非紧致空间 X 添加一个单点，并定义一种适当的拓扑，使我们 
能够把此空间 X 看成是紧致空间的一个子空间的一种结构. 

7. 1开覆盖与紧致空间 

在图 7.1 所描绘的标准拓扑中，考虑 R 2 的一个子集.本章的目标是，确定图中标记“紧 
致”的子集与标记“非紧致”的子集之间的区别. 



非紧致集 


图 7 . 1 R 2 的“紧致”与“非紧致”子集 


我们从某些与紧致性有关的重要定义开始讨论. 
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定义 7.1 设 A 是拓扑空间 X 的一个子集，并设 O 是 X 的一个子集族 • 

(1) 集族 O 称 为覆盖 A 或是 A 的一个 覆盖， 如果 A 包含于 O 中集合的并 之内. 

(2) 如果集族0覆盖 A ， 而且 C ? 中每个集合是开的，那么称0是 A 的一个开 覆盖. （见 
图 7. 2.) 

(3) 如果 O 覆盖 A , 而 0' 是 O 的同样覆盖 A 的一个子集族，那么 O ' 称为 0 的一个 子覆盖 • 
由基的定义可得到，一个拓扑空间 X 的任一基是 X 的一个开覆盖 • 

以下两个区间集族 

O ： = {•••，（一1，1)，（0,2),(1，3)，."}与0 2 = {(-00,1),(0,oo)} 

都是 R 的开覆盖.当我们对这些集族进行观察时，既可能有由无限多个集合所组成的开覆盖， 
也可能有由有限多个集合所组成的开覆盖.我们对这样的空间感兴趣，即它的任一包含无限 
多个集合的开覆盖，可以诱导包含有限多个集合的一个子 覆盖. 特别地，我们有以下的定义： 
定义 7.2 —个拓扑空间 X 是紧 致的，如果 X 的任一开覆盖都有有限子覆盖. 

例 7.1 在标准拓扑中的实轴 R 不是紧致的，由于 

O = { …，(_1，1)，（0,2)，(1，3)，一} 

是一个开覆盖，但是覆盖 R 的 0 的有限子集族不存在.（见图 7.3.) 



图 7. 3 R 的不具有有限子覆盖的一个开覆盖 

例 7.2 设叉={^ ，…， 〜} 是仅包含有限个点的一个拓扑 空间. 那么 X 是紧致的，这 
是由于在 X 上的这个拓扑中仅有有限个开集，因此 X 的任一开覆盖已是有限的了. 

我们把紧致性的定义推广到一个拓扑空间的子集. 

定义 7.3 设 X 是一个拓扑空间，并假定 ACX . 那么 A 称为在 X 中是紧致的 ，如果 A 
在传承自 X 的子空间拓扑中是紧致的. 

以下的引理，使我们能够通过考虑由 X 中开集所组成的 A 的覆盖，而不是考虑由 X 上子 
空间拓扑中开集所组成的 A 的覆盖，来检验拓扑空间 X 的一个子空间 A 是不是紧 致的: 

引理 7 .4设 X 是一个拓扑空间，并假定 A 匚 X . 那么 A 在 X 中是紧致的，当且仪当 A 
的由 X 中开集所形成的任一覆盖存在有限的子覆盖. 

证明 设 A 在 X 中是紧致的，并设0是 A 的由 X 中开集所形成的一个覆盖.那么 = 
{ unA \ ueo } 是 a 的由 a 中开集所形成一个覆盖.因此，存在的一个有限子覆盖 { u.n 
A , 1/ 2 门 A ， …， UMA ). 但是， { U 19 U 2 , U „} 是 O 的一个有限子覆盖.所以，由 X 中开 

集所形成的任一覆盖，存在有限的子覆盖. 

反过来，设 A 的由 X 中开集所形成的任一覆盖，存在有限的子覆盖.假定 0 = 
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{心}#^是由 A 中开集所形成的 A 的一个 覆盖. 于是，由子空间拓扑的定义，对于任 一 K ， 
在 X 中存在一个开集％，使得％ = %门九于是是由 X 中开集所形成的 A 
的一个 覆盖. 由于 0' 存在一个有限覆盖 { U Pi , U ^}, 于是得出，{\^，…， T ^} 是 
0的一个有限的子 覆盖. 于是， A 的由 A 中开集所形成的任一覆盖，有一个有限的子覆盖， 
因而 A 是紧致的. ■ 

例 7.3 在 R 中，子集 A ={0} U |+ 卜 ez +| 是紧致的.为了看出这一点，设0是由 R 

中开集所形成的 A 的一个覆盖 • 在0中至少存在一个包含点0的开集 U 。. 这一开集包含 A 中 
所有的，但至多有限多个点.（见图 7.4.) 如果 U 。 包含 A 中所有的点，那么 t ；。 对于自身来 

说，是 O 的一个有限子覆盖.另一方面，设^是 A 中不在17。中的最 小点. 对于任一点+，在 

O 中存在包含它的一个开集于是得出，有限集族{1/ 0 , 1/ 1? U m } 是0的一个子覆 
盖.因此， A 在 R 中是紧致的. 



图 7. 4 L / Q 包含 A 中所有的但有限多个点 


例 7.4 考虑 R 的一个子空间（0, 1]. 此空间不是紧致的.集族0 = 2) 卜 6 Z +| 是 

(0, 1] 的由 R 中开集所形成一个覆盖. O 的覆盖（0, 1] 的有限子集族不存在，因而（0, 1] 
与 R 的子空间一样，都不是紧致的. 

两个同胚的空间要么都紧致，要么都不紧致.通过一个同胚，一个空间的任一开覆盖 O , 
就成为另一个空间的一个开覆盖 O '. 类似地，通过同胚，0的任一有限子覆盖，就成为的 
一个有限子覆盖. 

由于 R 与（0, 1] 不是紧致的.于是可得出，形如 U ， W ，（一 oo , 6) ( a , oo), [ a , W , 
[ a , oo), ( a , 6], ( — 00 ,《 的任一开区间同样不是紧致的.形如 [ a ，6] 的区间的情况如何 
呢？在下一节我们将证明这些区间在标准拓扑中是紧致的. 

实际上我们并不需要全凭同胚来确保一个紧致空间映射到一个紧致空间.以下的定理断 
言，正如连通性和道路连通性一样，连续函数保持紧致性. 

定理 7.5 设 /: X—Y 是连续的，并设 A 在 X 中是紧致的.那么， /( A ) 在 Y 中是紧 
致的. 

证明 设/: X — Y 是连续的，并设 A 在 X 中是紧致的.为了证明 /( A ) 在 Y 中是紧致 
的，设 O 是 /( A ) 的由 Y 中开集所形成一个覆盖.那么，对于 O 中的任一开集 U ，/- UU ) 在 
X 中是开的.因此，是 A 的由 X 中开集所形成一个覆盖.由于 A 是 
紧致的，引理 7 .4蕴涵，存在 o ' 的有限子集族，例如 { j ^ oa )， …， r l iu n )} 覆盖 a . 于 
是 C ? 的开集族 UJ 覆盖 /( A ), 因此， O 有一个有限子覆盖，蕴涵 /( A ) 在 Y 中 
是紧致的. ■ 
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定理 7. 5的一个直接结论是，一个紧致空间 X 的商空间是紧致的，由于它是 X 在一个商 

映射下的原象，而商映射是一个连续函数. 

以下的定理为紧致集的并与交的紧致性提供了某些结论： 

定理 7. 6 设 X 是一个拓扑空间. 

； n 

(1) 如果&，•••， C „ 在 X 中都是紧致的，那么在 X 中是紧致的. 

/=1 

(2) 如果 X 是一个豪斯多夫空间，而 { CJ a€A 在 X 中是紧致的一个集族 • 那么门 C a 在 
x 中是紧致的. 

证明 见练习 7. 2. ■ 

紧致集的任意并未必是紧致的（见练习 7. 3). 而如果我们在定理 7. 6的第二部分放弃 X 
是豪斯多夫空间的假定，那么紧致集的交集未必是紧致的（见练习 7.18). 

以下两个定理说明，闭与紧致是相近的、有关联的性质. 

定理 7 .7 设 X 是一个拓扑空间，并设 D 在 X 中是紧致的.如果 C 在 X 中是闭的，且 
C 匚 D ， 那么 C 在 X 中是紧 致的. 

证明 设 D 在拓扑空间 X 中是紧致的.并设 C 在 X 中是闭的，且 CC 1 D . 此外，还设0是 
C 的由 X 中开集所形成一个覆盖.集合 X—C 
是开的.把 X — C 添加到集族 O 中就得到一个 
新的集族 = C }. (见图 7. 5.) 集族 

是 X 的一个开覆盖，因而是 D 的一个开覆 
盖. 由于 D 在 X 中是紧致的，存在 O ' 的覆盖 D 

的一个有限子覆盖•集合 c 被 CT 的这个有限子 图 7. 5 把 X — C 添加到 C 的一 个开覆盖中， 

覆盖中的那些集合所覆盖，这些集合原来是在 得到整个空间 X 的一个 开覆盖 

中的 • 因此，存在 O 的覆盖 C 的一个有限子覆盖，蕴涵 C 在 X 中是紧致的， ■ 

定理 7. 7意味着，一个紧致空间的闭子集是紧 致的. 然而，反过来的关系一般不成立. 
以下的例子说明，在一个拓扑空间中的紧致集，未必是一个闭集. 

例7. 5 考虑在有限补拓扑中的实轴 R /f . R / t 的任一子集是紧 致的. （见练习 7.1.) 撇开 
整个集本身，任何其他无限集不是闭集.这是由于，_这样的集合 A 不是开集.因此， 
存在的子集是紧致的， 但却# 是闭的. 

在一个拓扑空间中的紧致集，虽然未必是一个闭集，但是以下的定理却指出，存在一般 
的状况，此时紧致集自动地是一个 闭集. 

定理 7.8 设 X 是一个豪斯多夫拓扑空间，并设 A 在 X 中是紧致的.那么， A 在 X 中是 
闭的. 

饪明 设 A 在豪斯多夫空间 X 中是紧 致的. 为了证明 A 是闭的，就要证明 X — A 是开 
的. 于是，设: A ， 我们来证明，存在一个开集[/，使得: rei ； 匚 X — A . 

由于 X 是豪斯多夫空间，我们知道，对于任存在分离开集和 R ， 使得 
且 aGV u . (见图 7.6.) 于是，（^二彳^^^以是焱中的一个开集.由于 A 是紧致的， 
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n n 

所以存在 C ? 的一个有限子覆盖<、，•••， U 设 门 1 ^ • 于是 ， U * V 

t — 1 1=1 

是使得 A 匚 U 且:的开集 • 此外，由于对于任一 i , U 〜与 V a ，是分离的，由此得出 U 和 V 
同样是分离的，因而存在一个开集 U ， 使得: ceuezx — A ， 这正是我们所要证明的.因此 ，X 
一 A 是开的，蕴涵 A 是 闭的. ■ 

以下的引理有助于我们随后证明有限多个紧致空间的积是紧致的- 

引理 7.9( 管状引理)设 x 与 y 是拓扑空间，并设 y 是紧致的.如果工 ex， 且[/是 xxy 
中包含 U}XY 的一个开集，那么在 X 中存在1的一个邻域 W ■使得 WXYCZU. 

引理断言，如果在 xxy 中的一个开集包含 xxy 中的一个薄片 { o ：} xy , 那么存在包含 
着此 薄片， 且包含于此开集的一个开的管子 WXY . (见图7.7_)注意，不作 Y 是紧致的假 
定，引理未必成立.（见练习 7. 12.) 



图 7. 6用豪斯多夫性质把 X 从 A 的点中分离出来 



m 7.7 WXY 包含于开集1/之中 


证明 对于任一在 X 中取开集并在 Y 中取开集 K ， 使得（ X ， 

V y ^ U . 集族是 Y 的一个开覆盖.由于 Y 是紧致的，因此有限多个这样的集合，例 

如^^，…，覆盖设于是 W 在 X 中是开集，而由于任一 包含: r ， 所 

i=l 

以 W 包含 X . 注意到 

n 

WXYd[J (Wy t XV y{ )CZU. 

t = l 

因此， WXY 包含 { x } XY , 而正如我们希望的，它包含于 U 之中. ■ 

定理 7.10 如果 X 与 Y 是紧致的拓扑空间，那么，乘积 xxy 是紧致的. 

证明设 O 是 XXY 的一个覆盖.对于任一 x 6 X ， 集合在 XXY 中是紧致的. 
因此， a 的一个有限子集族 Oz 覆盖 { x } xy . 设 Ui 是在 Oz 中这些集合的并.集合在 XX 
Y 中是开的，且包含 {^} XY . 由引理7.9,对于任一: rex ， 存在一个开集使得 
x ew x Rw x xYczu x , 请注意 a 覆盖 W ^ XY . 

集族 ㈧ 是 X 的一个开覆盖.由于 X 是紧致的，它被 W 中的有限多个 
集，例如 W &， …， Wi 所 覆盖. 于是得出 ， C = a , U … UOi 覆盖 XXY . 集族 C 是 O 的 
一个子集族，是有限的，且是有限集的一个有限并.因此， o 有一个覆盖 XXY 的有限子 
集族，蕴涵 XXY 是紧致的. ■ 

请回想定理3.9,如果 A 与 B 分别是拓扑空间 X 与 Y 的子集，那么，传承自 X 与 Y 的这 
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些子空间拓扑的乘积，与传承自 XXY 的的子空间拓扑是一样的.特别地，定理3_9与 
7. 10 —起蕴涵，如果 A 是 X 的一个紧致集，而 B 是 Y 的一个紧致集，那么 AXB 是 XXY 的 

一个紧致集_利用这个结论和数学归纳法，于是我们就得到下列推论 r 

推论 7.11 设兄，…，是拓扑空间，并设对于任一 2_ = 1，…， W ， 4是尤的紧致子 

集.那么…积空间 IX …的紧致子集 • 

7. 1节练习 

7.1 证明： 任一集合 ACR 是在 R 上有限补拓扑中 R 的一个紧致子集. 

7.2 证明定理 7. 6: 设 X 是一个拓扑空间. 

注： 虽然定理7_ 6列在定理7_ 7与定理 7. 8之前，但本题可用这两个定理来证明定理 7.6. 

n 

(1) 如果&，_••， c „ 在 x 中都是紧致的，那么在久中是紧致的. 

i = l 

(2) 如果 X 是一个豪斯多夫空间，而是 X 中一个紧致的集族.那么「1匕在乂中是紧致的. 

0 eA 

7.3 举例说明紧致集的任意并未必是紧致的. 

7.4 证明： 具有数字轴拓扑的 Z 不是紧致的. 

7.5 设 A=D — {O} 为在 R 2 中挖去原点的圆盘.证明 A 不是紧致的. 

7.6 考虑 Z 上由基 ©={( — n ， n)|«eZ + } 所生成的拓扑. 

(1) 确定在此拓扑中 （一 5, 5) 是否为 Z 的紧致子集. 

(2) 确定在此拓扑中 Z 是否为紧致的. 

7.7 狄利克雷素数定理指出，如果 a, 6 互素，那么，等差数列,= {•_■， a —2 b ， a — b ， a , a ^ b , « + 
2 b , -} 包含无限个素数.利用此结果证明，在此等差数列拓扑中， Z 不是紧致的. 

7.8 设 X 是一个紧致的拓扑空间，并设中对任一；满足的非空闭集族_证明 

oo 

门 Ci ^0. 

i= 1 

7.9 证明 ：如果 X 是一个紧致的豪斯多夫空间，那么 X 是正规的.（提 示：首 先证明 X 是正则的 .） 

7.10 证明定理 7.10 的逆 定理： 如果 xxy 是紧致的，那么 X 与 Y 也是紧致的. 

7.11 (1) 设/: X-Y 是一个连续的双射函数. 证明： 如果 X ■是紧致的，而 Y 是一个豪斯多夫空间，那么 

/是一个同胚. 

(2) 举一个例子，其中/: x — y 是一个连续的双射函数， x 是紧致的，但/不是一个同胚. 

(3) 举一个例子，其中/: X — Y 是一个连续的双射函数， 而 Y 是一 个豪 斯多夫空间，但/不是 一个同胚. 

7. 12 证明：如果我们放弃 Y 是紧致的假定，那么管状引理未必成立.也就是举一个非紧致空间 Y 及 XXY 

中一个开集 *7 的例子，使得17包含一个薄片 {^} XY ^ XXY , 但却不包含一个开管（其本身包含上述 
薄片的） WXY . 

7. 13 设/: X — Y 是一个函数./的图形是由 G ={ U ， f ( x ))\ xeX ] 定义的 xxy 的子集. 

(1) 在练习 4. 10中我们已证 明过： 如果/: X - 是连续的，而 Y 是豪斯多夫空间，那么 G 是 XXY 的 
—个闭子集.在此我们要证明它的逆命题.即假定 X 与 Y 是拓扑空间，并设 Y 是紧致的.证 明：如 
果 g 是 xxy 的一个闭子集，那么/是连续的.（提 示： 已知 I ； 在 y 中是开的，且证 
明薄片 {WXY 包含于开集 （ XXY—G)U(XXL7) 之中，然后再应用管状引理 .） 

(2) 证明；如果我们放弃 Y 是紧致的假定，那么 （1) 中的结论未必成立.也就是举例说明 Y 是非紧 
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7.2 度量空间中的紧致性 


在实分析中，那里的焦点是具有标准度量和标准拓扑的 R n ， 一个集合有时定义为是紧致 
的，如果它是闭的和有界的.本节我们将证明，这样的定义与已经给出的拓扑学的定义是相 
容的.于是我们提出，把定义的这种等价性的范围，转化为一般的度量空间.随后，我们对 
一个度量空间中的紧致集，提出某些重要的收敛性质. 

我们从以下的引理开始，然后用它来证明 R 中的有界闭区间是紧致的. 

引理 7 .1 2 ( 区间套引理） 设{[〜， 乂] U z + 是 R 中对于任一 使得[〜 +1 ，〜 +1 ]匚 


[ a „, bj 成立的一个非空有界闭区间的 集族. 那么， r \ La n , bj 是非空的. 

71 = 1 

证明假定对于任一 如图 7.8 所示，[〜 +1 ， ^ n +1 ] CZ [ a n , bj 成立.于是得出， 

这些区间的端点满足不等式 

ai < …… < b n < … ^ b z ^ b la 

集合是有上界（例如对于任一^)的，因而有一个上确界同样， { b „ u z + 有一 
个下确界注意到因而 [ A ， B ] 是非空的. 




图 7 _8对于任一《，区间 |> n +1 ， 匕 +1 ]是 [ a „ ? b,J 的一个子集 

oo CO 

我们断言， n [ A ， 乂] =[ a ， B ]， 为了完成引理的证明 • 首先，我们来证明 n [^， 乂] [ 

n^l n=l 


[ A , B ], 于是，设 xG 厂 I [〜.， 心].那么，对于任一： cGk ，6 n ]， 蕴涵对于所有 n ， 都有 

n~ 1 

oo 

〜且:匕.因此，即: re [ A ， 因此， fl [ A ， 乂] C [ A ， 虹 

tt=l 

oo 

为了证明 [ A ， 门 k ， 6„]，设任一 ：^[ A ， B ]. 那么，对于所有 tz ， 都有:且 

n~ 1 

CO oo 

^ b n . 因此， x 6「)[ a „， 纥 ]• 于是 [ A ， B ]〔「) [ a „， 乂]，因而得出门 [ a „，^] = [ A , B ]. ■ 

n=l n = l «=1 

如果我们用开区间取代闭区间，引理 7.12 就未必 成立. 例如，非空有界开区间的集族 

{(0, +) 卜 ez + 卜 对于任 iez + ， 满足条件(。， ^) cz ( o , 士），但 jQ ( o , 士 )=0. 

定理 7 . I 3 任一有界闭区间 [ a ， 幻是具有标准拓扑的 R 的一个紧致子集. 

证明设0是 U ， 幻的由 R 中的开集所形成一个覆盖.为了引出矛盾，假定 O 不存在 
覆盖 [ a ， 幻的有限子集族. 


考虑通过把区间 [ a ，6] 分为一半而得到的区间 「 a ， 


a +6- 


■a+fe 


h 


集族 O 覆盖这 


两个区间.对其中至少一个区间， c ? 不存在包含它的有限子 集族. （否则0存在覆盖[〜 
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的一个有限子集族，这与我们的假定矛盾 •） 取[〜幻的这一半，并记为[々， &]• 

以类似的方式可选取 [ ai ，匕]的一半，它不被 C ? 的一个有限子集族所覆盖，并把它记为 

L a 2 » 办 2]. 

重复这一过程.换句话说，给定不被0的一个有限子集族所覆盖的[〜 6] 的一个子集 
[ a „, bj 9 选取[〜，的一半，它不被 O 的一个有限子集族所覆盖，并把它记为[〜 +1 ， 

(见图 7. 9.) 



图 7. 9 任一区间[^，不被0的一个有限子集族所覆盖 

考虑区间的集族{[〜， bj } n ^. 根据这些区间的构造，对于任一 nGZ +， 以下的命题 
成立： 

(1) [a n+ i , ^+i]CI[a„ ， b n 2- 


( 2 ) 


b — a 

V 


(3) [ a „, bj 不被 O 的一个有限子集族所覆盖. 


由引理 7 .1 2 可得， f ] La n , b n ~] 非空 • 设 x 在此交集中.于是， - r € [ a , 6], 因而存在 
ueo , 使得 a ： ei /_ 由于以在 R 中是开集，所以存在£>0,使得 （ X — e ， x + e ) C ： U . 设 N 

是使得的一个充分大的正整数. 由于工 6门，6„]，于是得出 6 n ] •此 

^ n^l 

外 ，由于 d N — a N = 〜^〈 e ， 可得 [ a N , 6 N ] C ( x — e ， x + e ) CZU . 但是 [ a N ， “]由 (9 中的一 


个单点所覆盖.这就与 [ a N ，心]不被0的一个有限子集族所覆盖这一事实相矛盾. 

因此， O 的一个有限子集族必定覆盖[〜6]，因而得出[〜 6] 是紧致的结论. ■ 

例 7.6 回想例3.17，一个拓扑图，是通过取有限多个点（顶点）和有限多个闭区间， 
并把区间的端点与顶点粘合起来而得到的一个空间.一个有限多个点和有限多个闭区间的集 
族，是一个紧致空间，这是由于它是紧致空间的一个有限并.因此，每个拓扑图是紧致的, 
由于它是一个紧致空间在一个商映射下的原象. 

在以下的定理中，我们把定理推广为在 R ” 中有界闭区间的乘积相应的结论.证明直接根 


据定理 7. 13和推论 7. 11. 

定理 7. 14设 [ ai , &]，•••， [ a n , b n ~\ 是 R 中的有界 
闭 区间. 那么，[〜， h]X … X [ a n ，6 J 是 R n 中的一个紧致 - 
子集.（见图 7.10.) 

隹 

于是利用定理 7. 14,我们就能完全确定在标准拓扑中 R” 中/ 

的紧致子集.请回忆在一个度量空间（X， d) 中， 集合 A 是有 图 7 _ 10 有界闭区间的乘积是 r ” 
界的，如果对于任一 x，：y6A， 存在 m>0， 使得 c?(x， y)^rru 中的 一个紧致子集 

定理7_15 设 R n 有标准拓扑和标准度量 A 在 R ” 中 的集合 A 匚 R n 是紧致的，当且仅当 
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它是闭的且有界. 

证明 设 A 在 R ” 中是紧 致的. 那么，由于 R ” 是豪斯多夫空间，由定理7_8可得出， A 是 
闭的.为了推出 A 是有界的，考虑由 R w 内中心在原点的开球所组成的集族 0 = w)|«e 

Z +}. 集族 O 是 A 的一个开覆盖，而由于 A 是紧致的，可得出 C ? 中有限多个的集合覆盖 A •于 
是， 存在 N 6 Z +， 使得 A 匚 BCO ， A 0. 因此，对于: r ， y eA 9 我们 有炎: c ， y )<2 N ， 蕴涵 A 是 


有界的. 

再假定 A 是有界且是闭的.设 




(a 


aj 是 A 中的一个点，并假定对于 A 中的所 


有 x , y ， 都有 y )< M . 于是，如图 7. 11所示的2维情 ai+M 

况， A 包含于区间的乘积 

P = — + M ] X …X [ a n — M , a n + M 2 

之中. 由定理 7. 14,集合 P 是 R n 中的一个紧致子集.由于 A 
是闭的且是 P 的一个子集，于是由定理 7.7 可得出， A 在 R n 
中是紧致的. ■ 



图 7. 11 


对于具有标准拓扑和标准度量的 R ” 中的子集，定理 7.15 £ 

蕴涵，把紧致定义为闭且有界等价于定义为开覆盖- 

再看图7.1，我们发现，在平面中标记为“紧致”的那些 
集合，恰好是闭的且是有界的集合，而标记为“非紧致”的那 
些集合，是既非闭又无界的集合. 

例 7.7 圆周 S 1 是紧致的，由于它是 R 2 中的一个有界闭 子集. 回想起一个纽结是 R 3 中 

I 

S 1 的一个嵌入.由于 S 1 是紧致的，因此这样的一个嵌入的原象，在 R 3 中是紧致的.我们通 
常认为，一个纽结是在 R 3 中一个嵌入的原象，而不是此纽结本身.因此，我们称一个纽结是 


a^+M 

集合 A 是紧致集 

Cai 一 M, a 】 +M]X 

[a 2 一 M ， a 2 +M] 
的一个子集 


R 3 的一个紧致子集. 

, 例 7.8 环面： T 是紧致的.我们可用以下3种方法来加以证明. 

• 方法 1环面是由一个圆周绕^轴旋转而得到的 R 3 的子空间（如例 3.5 所 述）. 环面是闭 
的，由于已知在它的补集中的任意点，存在与此环面相分离的，一个半径充分小的以那个点 
为中心的一个开球.而且，此环面是有界的，由于它包含于中心在原点，半径为4的球中. 
因为此环面在 R 3 中是闭且有界的，所以它是紧致的. 

方法 2环面与积空间 9 XS 1 是同胚的.圆周 S 1 是紧致的.因此，这个环面是两个紧致 


空间的乘积，因.而是紧致的. 

’方法 3 +环面与一个空间同胚，此空间是把正方形的对边视为相同而成的一个商空间而得 

到的.此正方形是 R 2 中的一个有界闭子集，因而是紧致的.此外，在此正方形上的一个商映 

_ % 

争 

射， ： 是一个连续函数，而在一个连续函数的映射下，一个紧致空间的原象是紧致的.因此， 

♦ 

这个环面是紧致的. 

在例 7. 8中的第2种方法，还使我们能对于任何 n >2 得出 7 Z 维环面是一个紧致拓扑空间 
的结论.此外，第3种方法还使我们能得出 结论： 圆环、默比乌斯带、克莱因瓶、球面和射 
影平面全都是紧致的. 
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而如果在定理 7. 15中，用一个任意的度量空间来代替 R % 那么在这种更一般的情况下， 
紧致还等价于闭且有界吗？回答是否定的_这种等价有一种含义继续有效，即在一个度量空 
间中一个紧致子集，是闭且有 界的. 然而，一个度量空间中闭且有界的子集未必是紧致的_ 
我们希望读者在练习 7. 19中证明这些结论 ■ 

在紧致性的概念方面，数学家试图获得的一种性质，是序列有一个收敛的子序列 • 在以 
下的定理中，我们证明对于一个度量空间中的紧致集来说，上述结论成立_ 

定理 7. 16 设 （ X ， d ) 是一个度量空间，并设 A 在 X 中是紧致的 • 如果 （xj 是 A 中 
的一个序列，那么，存在收敛于 A 中的一个极限的 ( xj 的一个子序列 

证明我们断言，存在 a 6 A ， 使得对于无限多个 n ， 所有以《为中心的非空开球都包含 
假设这个结论不成立.那么，对于任一 a 6 A ， 存在 ea ， 使得对于至多有限多个 n ， B d ( a ， 
ej 包含序列 UJ 的项.考虑集族0={瓦（〜 e fl )} a eA . 不存在有限个0的子集族能覆盖序 
列 （ x „)， 由于仅对至多有限多个 n ， 每个集合 BaU ， e d ) 包含序列 ixj 的项_而在另一方 
面，0是紧致集 A 的一个开覆盖，因而存在 O 的覆盖 A 的一个有限子 集族. 由于此序列 U n ) 
是在 A 中，这就产生了矛盾.于是，存在 a € A ， 使得对于无限多个 n ， 所有以 a 为中心的非 
空开球都包含 

再对任一 设气是在序列 （ a :„) 中使得且的一个点_ 

于是 ， （A ) 是 U „) 的收敛于 A 的一个子序列. ■ 

Tft 

例 7. 9 考虑由 


113135713 



定义的[0, 1] 中的序列.此序列在[0， 1] 中摆动，而在此序列中没有重 复项. 然而，由 
于[0, 1] 是紧致的，由定理 7.16 可知，存在收敛于某点 aG [0, 1] 的一个子序列.有趣的 
是，在这种情况下，我们可以做得更好.事实上，对于任一 aG [0, 1]，存在一个收敛于 a 的 
子序列.（见练习 7.20.) 

对于度量空间来说，一个重要的收敛问题 如下： 如果在一个序列 （ A ) 中的点彼此越来 
越接近，那么此序列收敛吗？在本节余下的部分研究这个问题. 

定义 7. 17 设 （ X ， d ) 是一个度量空间. X 中的一个序列 （ x „) 称 为柯西序列， 如果对 
于任一 e >0， 存在 N 6 Z +， 使得对于任一 W ， m ^ N ，都有 

柯西序列定义中的条件意味着，当 n 充分大时，在此序列（: c „) 中的点彼此越来越接近， 
但这个条件对此序列是否收敛并未提供什么信息.对于 R n 来说，以下的定理关于柯西序列的 
收敛提出了 疑问： 

定理 7.18 设 （ xj 是 R n 中具有标准度量 d 的一个柯西序列.那么（: cj 在 R n 中收敛 
于一个极限. 


证明设 （ A ) 是 IT 中的一个柯西序列.取一个 ">0. 由于 （ x „) 是柯西序列，因此存 
在 NeZ +， 使得对于任一 n ， m ^ N , 都有 x n )< M . 设 C 是半径 为"、 中心为 : c N 的闭 
球.那么， C 是一个紧致集，由于它是闭的且是有界的.而序列(^, x N+1 , •••) 在 C 中. 
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由定理 7. 16可知，在 C 中序列 ( x N , ，…）有一个收敛于极限 x * 的子序列.我们断言， 
原序列 （ A ) 收敛于 

于是，设 e >0. 由于（^)是一个柯西序列，我们可以对 任一… 选取 M 6 Z +， 

使得对于任一 ' w ， m^N 9 都有 c /(: c OT ， x „ )< i ~. 再设任^一 k ^ M . 我们验证 x * Xe > 

证明 （) 收敛于 ^ • 由于（工 iV ,工 N + 】， • • •） 有一个收敛于^的一个子序列，因此存在 

j > M ， 使得以々， X * )< y . 而>， & M 意味着 x ,)<-|-. 因此，由三角不等式可得 

dioc k ，工” <£，这正是我们所希望的结果. ■ 

定义 7. 19 —个度量空间称为完备的，如果 X 中的任一柯西序列收敛于 X 中的一个 
极限. 

由定理 7. 18可得，具有标准度量的 R ", 是一个完备的度量 空间. 然而，如果我们设 X = 
R —{0} 具有度量 dU , 30 =| x — >|，那么 X 就不是一个完备的度量空间了.序列( 1 ， 

y , 在 X 中是一个柯西序列，但在 X 中却不收敛. 

以下的定理是有关收敛的另一个有用的结论. 

定理 7.20 如果 X 是一个紧致的度量空间，那么 X 是完备的. 

证明 见练习 7. 21. ■ 

7. 2 节练习 

7.14 如果我们用 R 中的非空闭集来取代 R 中的非空有界闭区间，引理 7. 12还成立吗？特别地，请证明以 
下的命题或举出 反例： 如果对于任一是使得 AeA „ +1 成立的 R 中的一个非空闭集 

族，那么 n 人是非空的. 

«6 Z + 

7.15 证明： [0, 1] 在具有下限拓扑的 R 中不是一个紧致的子集. 

7. 16如果 I 表示具有离散拓扑的 R , 对如图 7. 12所示的 A ={ (2, 2)| 

2}，确定哪一个子集是札 XR 的一个紧致子集. 

7. 17用紧致性来证明 ：平面 与球面是不同胚的.（请回忆，在 6.2 节 
中，我们曾对许多对空间加以区别，包括直线与平面，以及直线 
与球面，但我们曾指出，我们还没有在位置上对平面与球面加以 
区别. 而现在我们用紧致性就可以作出这种区别了 .） 

7. 18本题我们论证：如果我们在定理中放弃 X 是豪斯多夫空间的条 
件，那么 X 中紧致集的交，未必是一个紧致集.定义附 加点轴 
( extra-point line ) 如下.设 X=RU { p e ) , 其中 A 是不包含在 R 

之中的一个附 加点. 设《是由所有区间 U ，6) CR 及所有形如 
( c ，0) U{A ) U (0, d ) 的集合 （ c <0, d >0) 所组成的 X 的子集族. 

(1) 征明：《是 X 上一个拓扑的一组基. 

(2) 证明： X 上所得到的拓扑不是豪斯多夫的. 

(3) 找； C 的两个紧致子集，它们的交不是紧致的. 证明： 这些集合是紧致的，而它们的交不是紧 


l < o :<2} 与3={(3, ： y ) 1<^< 
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图 7.12 A 与丑，哪个是 R^XR 

的一个紧致子集 
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致的. 

7.19 (1) 设（ X ， rf ) 是一个度量空间. 证明： 如果 A 在 X 中是紧致的，那么 A 在 X 中是闭的，且在度量 

d 下是有界的. 

(2) 举例说明一个度量空间的一个子集可能是闭且有界的，但不是紧致的_ 

7.20 考虑在例 7.9 中所定义的序列_证明对于任一 a 6[0, 1]，存在收敛于 a 的一个子序列. 

7.21 证明定理 7.20: 如果 X 是一个紧致的度量空间，那么 X 是完备的. 

7.3 极值定理 

与介值定理 一样， 极值定理是通常在微积分课程中引人的，以拓扑学为基础的一个定理 • 
正如我们在第6章所看到的，介值定理所涉及的是在一个连通的定义域上的实值函数.本节 
我们来证明极值定理的一般形式，并考虑它的许多有用的结论. 

为了起步，我们需要下列引理，它指出，实轴的每个紧致子集，包含一个最大值和最小 
值.（见图 7. 13.) 


-- 1 - 3—^~- ]— 

m M 

_ 

图 7. 13 R 的每个紧致子集有最大值和最小值 

引理 7.21 设 A 是 R 的一个紧致子集，那么对于所有存在 m ， M 6 A , 使得饥< 

证明 在此，我们证明最大值 M 的存在性.最小值 m 存在性的证明类似.由于 A 是紧致 
的，它在 R 中是闭且有界的.因此， A 有上界.于是得出， A 有上确界，记为 M . 当然，对 
于所有 a < M . 我们断言， M 6 A . 我们通过推出矛盾来证明此断言.由于 

A 是闭的，所以可得出，存在一个 e >0, 使得 （ Af — 匕 M+ e )HA = 0. 于是， M —~| •是 A 

的小于 M 的一个上界，这就产生了矛盾.因此， A 存在最大值. ■ 

再用引理 7. 21，我们就可建立极值定理. 

定理 7.22 (极值定理（一般形式 ）） 设 X 是紧致的，而/: X — R 是连续的.那么，/ 
在 X 上有最大值和最小值.即存在 a ， beX , 使得对于所有的： rGX ， 都有 / U )</( z )< 
/(W. 

证明 由于 X 是紧致的，而且/是连续的，由定理 7. 5, /( X )是 R 的一个紧致子集. 
因此由引理7.21，/( X )包含一个最大值 M 和一个最小值 m . 点 m 与 M 在/( X )中.所以 
存在 a ，6 GX , 使得 / U ) = m 与 /( W = M . 而对于所有的 x 6 X ， 我们有 / U ) €/( X )，因 
而， /( a )= m ^/ U )^ M =/(«, 这正是我们所要证明的. _ 

例 7.10 在极值定理的筒单应用中，我们把地球表面看作一个球面，而地表的温度作为 
此球面上的一个连续函数.由于球面是紧致的，极值定理就确保，在地球上的某处存在一个 
点或一些点，那里的温度比地球上任何其他点的温度都要高，而且还存在一些点，那里的温 
度比地球上任何其他点的温度都要低. 

定理 7 .22的以下推论，是在微积分课程中通常遇到的极值定理的形式.如果我们设 X = 
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[a, b], 它就可以从定理 7. 22推出. 

推论 7.23 ( 在 [ a ， b ] 上的极值定理） 假定 /: [>， 

b~\ 上有最大值和最小值 • 

把极值定理与介值定理相结合，就可以得到下列 推论： 
推论 7. 24 设 [ a ，6] 是 R 中的一个有界闭区间，并 
假定/: [ a ，6]— R 是连续的.那么，/的象是 R 中的一个 
有界闭区间.（见图 7.14.) 

证明 见练习 7. 22. ■ 

极值定理是一类最优化定理和应用的基础.考虑以下 
的 例子： 


是连 续的. 那么，/在 [ a ， 



例 7.11 克莱因出版社的出版商们，想抓住人们热衷 
于应用拓扑学的新浪潮.他们计划出版一部应用拓扑学的 
教材，与市场上那些现行的教材来竞争.经营部门答应为 


图 7.U 对于一个连续函数 

幻 —R， /的象 /([a， 办]) 
是 R 中的一个有界闭区间 


首版发行提供50万美元的经费.这项经费分配于图书制作的几个方面，包括著作权合同、编 
辑费、印刷费、广告费和发行费.设存在 n 个变量^出版商们进行这次风险投资 
所能预期的收益，取决于对这些资源如何分配.例如，如果他们选择以高价格的默比乌斯带 
的版本格式和最小的广告经费，与他们曾经用过的标准版本格式和最大的广告经费相比，将 
给他们带来较小的利益.于是我们就把收益 P ， 当作变量功，…，％的一个函数.当然要假 
定 P 是连续的 . P 的定义域是由 

D = { (vi ，…， tO I 0 ，…， ^ 0 ,-Ui H -500 000} 

所给出的 R ” 的子集.由于 D 是有界闭集，它是紧致的.因此，极值定理藴涵，对于教科书的 
计划方案，存在有关资源分配的一种选择. 

然而，极值定理并没有告诉我们如何找一个函数的最大值和最小值，但它确保它们存在. 
这是一类典型的拓扑学定理.同介值定理一样，极值定理断言具有特定性质的点的存在性， 
但不能提供它的精确位置. 

以下的两个定理，将有助于我们建立本书随后的一些结论.极值定理被用于各个结论的 
证明之中. 

我们回忆起，如果 A 与 B 是一个度量空间（ X ， d ) 的子集，那么我们定义 A 与 B 之间 
的距离为 

= glb{d(a,b) \ a G A, 6 ^ B}. 

以下的定理指出，在一个度量空间中的两个分离紧致集之间，存在一个正的距离. 

定理 7, 25设（ X ， d ) 是一个度量 空间. 如果 A 与 B 是 X 的分离紧致集，那么 d ( A , 

B)>0, 


证明 距离函数 A 是连续的（见练习 5. 13)，而由推论7.11，集合 AXB 在 

XXX 中是紧致的.因此，极值定理适用，且意味着 d 在 AXB 上有最小值.也就是说，对于 
任一 及存在及 VeB ， 使得 d ( 〆 ，6) .于是得出， d { A , 
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B )= d ( a 、 bn . 由于 A 与 B 是分离的， aH 因而 ，V )>0. 因此， diA , B ^> 

0,这正是我们要的 结论. - 

重要注记 如果我们用 “闭” 取代“紧致”，定理 7. 25的结论就不 成立. 即在一个度量 

空间中，可能存在满足 d ( A ， B )=0 的分离闭集 A 与 B . (见练习 7.23.) 

在下一个结论中，我们使用的一些函数，是通过求一个点与一个度量空间中一个集合的 

距离来定义的.特别地，设 X 是一个度量空间，并设 A 是 X 的一个子集_由 / A ( i )= d ( U }， 

A ) 来定义 / a : X — R . 于是， / aU ) 是单点集 U } 与集合 A 之间的距离.我们可以把它认 

为是点与集合 A 之间的距离. 

引理 7.26 设 （ X ， d ) 是一个度量空间，并设 A 是 X 的一个子集_由 / A U )= d ( U }， 
A ) 定义的函数 / a : X — R 是连续的. 

证明 见练习 7.24. ■ 

以下的引理告诉我们，已知一个紧致度量空间的一个开覆盖存在一个阈值，使得任一具 

有半径小于此阈值的开球，确保位于此幵覆盖中的某个集合之中- 

引理 7_27 (勒贝格数引理） 设（ X ， d ) 是一个度量空间，并设 G 是 X 的一个开覆盖. 
那么，存在一个 A >0， 使得对于任一 存在一个 U 6 C )， 满足 B〆 ：?:， A ) CZL 7. 

数 A 称为此覆盖0的一个勒贝格數. 

证明 设0是 X 的一个开覆盖.如果整个空间 X 在此覆盖之中，那么任何 A >0 都可作 
为此覆盖的一个勒贝格数.于是，假定 X 不是此覆盖中的集合. ■ 

由于 X 是紧致的， O 中有有限多个集合，例如 IA ， …， U „ 覆盖 X . 对于每个 z = …， 

n ， 设 CfX — U 、 每个 Q 是非空的，由于我们假定0中没有集合等于 X . 由 

/(^)= 丄 念 /q. (x) 

n 7^1 

定义/: X — R . 于是， / U ) 是 x 与任一集合 C , 之间距离的平均值. 

我们断言，对任一 xex ， 都有 /( x )>0. 为了证明此断言，设 xex . 由于集合仏覆盖 
X ， 因此存在 h 使得:集合 R 是开集，因此存在 e >0, 使得艮（ X ， e ) eu k . 于是得 

到 / q ( x )> e ， 因而 /( x )> f . 

函数/是连续的，由引理7.26,每个 / Ci 是连续的，而又由于连续函数相加与相乘仍是连 
续的.（见练习 4.16.) 此外，/的定义域是紧致的.因此极值定理蕴涵，/取得一个极小值 
A . 由于对于所有的 X ，都有 / Cx )>0, 所以必定成立 A >0. 

我们再来证明 A 是所要求的勒贝格数.于是，设 x 6 X ， 并考虑 B ,( x ， A ). 我们断言，此 
开球至少是集合 R 之一的一个子集，因而是来自覆盖 C ? 的某个集合的一个子集.设集合 R 
中没有一个集合包含 BdU ， A ). 于是，对于所有的〗， f Ci U ) 〈入， 这蕴涵 /( x )〈 A . 但这与 A 
是/在 X 上的绝对最小值的事实相矛盾.于是就得到， A 满足此引理的要求. 

我们将发现，引理 7. 27的下列推论，有助于我们在本书随后的章节所进行的某些工作. 
推论 7,28设0是有界闭区间[〜 6] 的，由 R 中的一些开集形成的一个覆盖.那么， 
存在 [ a ，6] 的一个剖分 
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d = do CL I *** d n h ， 

使得对于每个 j = …， 存在一个包含[〜-1， 的 Uj G cx 

证明 见练习 7. 26. _ 

微积分的基本定理是用极值定理来证明的另一个定理 • 特别地，极值定理可用于证明 
与中值定理等价的罗尔定理.而在证明微积分基本定理时，中值定理是所使用的一个重要 
工具. 

在第9章，我们将用拓扑学的工具来证明代数学的基本定理.不过，我们还不至于说微 
积分基本定理和代数学基本定理就是拓扑学的定理.然而，洞察代数学、分析学（微积分是 
它的一部分）和拓扑学这 3 门学科是如何纠缠在一起的，是很重 要的. 虽然它们在一个基础 
数学的课程计划预备阶段是独特的、不同的 课程. 但它们所涵盖的论题、工具和性质并没有 
什么本质上的差别.对此我们不应该感到意外，由于这些学科全都来源于对实数系、欧氏空 
间和它们之间的函数的结构的理解 • 

7. 3 节练习 

7. 22 证明推论 7. 24:设 [ a ，6] 是 R 中的一个有界闭区间，并假定/:[〜 幻 — R 是连续的.那么，/的 
象是 R 中的一个有界闭区间. 

7.23 在度量空间（ X ， d ) 中举一个例子，使得闭集 A 与 B 是分离集，且以 A ， B )-0. 

7. 24 证明引理 7.26: 设（ X ，心是一个度量空间，并设 A 是 X 的一个子集.由 AU ) =以 { x } ， A ) 定义 
的函数 /a: X — R 是连续的. 

7. 25举例说明，如果放弃空间是紧致的假定，勒贝格数就不存在. 

7. 26 证明推论 7. 28:设 O 是有界闭区间[〜幻的由 R 中的一些开集形成的一个覆盖.那么，存在 [ a ， 
6] 的一个剖分 a = <山 <0__ a n =6，使得对于每个1，…， n , 存在一个包含的 

Ujeo . 

补充 练习： 蒂茨延拓定理 

设 A 是拓扑空间 X 的一个子集，并设/: A — Y 是连续的.知道是否能把/延拓到一个连续函数 F : X — 
Y 常常是很有意义的.也就是说，是否存在一个连续函数 X - Y , 使得对于任一 都有 = 

蒂茨延拓定理提供了一般的条件，在此条件下，可得到延拓存在的结论.特别地，如果 A 是一个正规空 
间 X 的一个闭子集，而 JCR 要么是一个有界闭区间，要么是一个开区间，否则就是整个 R ， 那么蒂茨延拓 
定理确保能把任一连续函数/: 延拓为连续函数 F : X - J . 

在以下的练习中，我们对以下特殊情况的蒂茨延拓定理进行证明.一般的蒂茨延拓定理的证明可以在 
[ Mun ] 中找到. 

定理 7.29( 度置空间中的蒂茨延拓定理） 设 A 是度量空间 X 的一个闭子集，那么，任一连续函数/: 
1， 1] 可延拓为连续函数 F : X — [―1， 1]. 

我们对蒂茨延拓定理^证明，使用了一致收敛定理（定理4.13)，此定理已在 4.1 节中的一组练习中被 
建立. 

我们将用蒂茨延拓定理来证明第9章中的收缩存在定理（定理 9.14). 然后在第11章用于对若尔当曲线 
定理的证明. 

在证明定理 7. 29之前，我们需要几个辅助性结论.以下的引理指出，如果3与0是度量空间 X 的一个 




分离非空闭子集，那么存在一个实值连续函数，它在 B 与 C 上分别取常数值6与 c ， 而在 BUC 的补集上取& 
与 c 之间的值： 

引理 7.30 设 B 与 C 是度量空间 X 的一个分离非空闭子集，并假定卜 r € R ， 其中 6< c ， 那么存在一个 
连续函数 c ], 使得月二尺一 1 。）且匚二茗一 1 “.）. 

SE 7. 27与引理 7.26 —样，设 /« U ) 与 / C U ) 分别是: X 与集合 B 与 C 之间的距离.请证 明：由 

、 = cfuix ) + bfcix ) 

叭— / B U) + /c ( 工 ) — 

所定义的函数 X ~*[_ b , c ] 满足引理 7. 30 的必要条件 .利 用引理 7 . 30 就可以证明以下的引理，于是我们 
就能把它用来证明蒂茨延拓 定理： 

引理 7.31 设 X 是一个度量空间，且设 A 匚 X 是 闭集. 假定/: k ] 是连续的.那么，存在一 

个连续 函数心 X — T - y , y ], 使得对于所有 a 6 A ， 都有 

_ 編 

证明引理 7. 31的思路是让满足 / U )< — +的那些 * r ， 成立 g (* r ) = — + _ 让满足的那些 X ， 
成立 〆 1)=音.另外，让 g 在 一+ 与+之间变动‘（见图 7.15.) 特别地，设石二 /- 1 ^— h + P 且 
c = y -^ rA , j . 集合 B 和(：是八的分离闭子集，而由于 A 在 X 中是闭的，因此集合 B 和 C 在 X 中也 

是闭的.由引理7.30,存在一个连续函数 X — 「一+， - fl , 使得 S — 1 

■ ■ 



SE 7. 28 证明对于任 一 都有丨/ ㈤ 一 g ( a ) | <警. 

度置空间中蒂茨延拓定理的证明 设 A 是度量空间 X 的一个闭子集，并设/: A — [—1， 1] 是连续函 
数.为了证明此定理，我们在 X 上构建一个逐次逼近于/的连续函数序列按照此约定，我们在 X 上就 
得到一个与 A 上的函数/相等的连续函数 F . 

由引理7.31，存在一个函数 g 1: X - f - y , yl , 使得对于所有都有 1/ U ) ~gx ( a ) 
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而此连续函数 /— 幻把 A 映射为区间一 


"3 


,再用引理7.31，存在一个函数沿 ：X 


使得对于所有 a 6 A ， 都有 |/ U )_ 幻 U )— 心继续上述过程，我们就得到一个连续函数的序列 


「 2 «-1 2 ^ 
Sn • ^ 3” ， 3 n 


使得对于任一 都有 


| /(«) — gi (a)— …一 gnia) I ^ 


SE 7- 29证明：对于任一 都有 | 发1 (工)+…十心 （ x ) 丨<1_ 

对于任一 《 ez + ， 由… + gv I ( I r ) 定义 X — 〔一1， 1]. 每个函数 F n 作为连续函数的 

和是连续的. 

SE 7.30 证明： 对于任一 xGX ， 函数值的序列（昃(》)是[一 1， 1] 中的一个柯西序列. 

由于对于任一 （ F „ U )) 是[_1， 1] 中的一个柯西序列，定理 7.18 蕴涵序列 （ F n U )) 收敛于 

一个极限 F ( x ) e [ — 1， 1]. 按照这种方式定义了一个函数 F : X — [_1， 1]. 我们断言， F 就是我们所要的 

/的延拓.首先证明 F 是连续的. 

SE 7.31 证明函数序列圮一致收敛于函数 F . 

由一致收敛定理（定理 4. 13) 可得 F 是连续的. 

SE 7. 32证明 F 是/的一个延拓，即证明对于任 一 aGA ， 都有 = 

因此， F 就是我们所要求出的/的连续延拓，这就完成了蒂茨延拓定理的证明. ■ 


7-4 极限点紧致性 

数学家采用我们在 7.1 节中所引进的紧致性定义之前，曾考虑过另外一些定义.例如有 
以下的候选 定义： 

定义 7.32 —个拓扑空间 X 是极限点紧致的， 如果 X 的无穷子集有一个极限点. 

例 7.12 在 R 中子集 + 是极限点紧 致的. 设 B 是 A 的一个无穷子 

s 

集.那么， B 必定包含形如丄的值，其中 n 可以任意大.因此，0是 B 的一个极限点.于是， 

71 

A 的任一无穷子集有一个极限点，蕴涵 A 是极限点紧致的. 

例 7.13 设 X 是具有有限补拓扑的一个无穷子集.我们来证明 X 是极限点紧致的.为 
此，设 B 是 A 的一个无穷子集.我们断言， X 的任一极限点是 B 的一个极限点.如果 a ：6 X ， 
而17是: c 的一个邻域，那么由于 L / 包含 X 所有的，但不过是有限多个点，它与 B 交于无限多 
个点.特别地， U 与 B 交于异于: c 的那些点，蕴涵 x 是 B 的一个极限点.因此， X 的任一无 
穷子集 B 都有一个极限点，这就藴涵 X 是极限点紧致的. 

例 7. 3与例 7. 12合在一起就可得出，在 R 中子空间 A = {0} U { | | neZ + ) 既是紧致的， 

又是极限点紧致的.以下的定理指出，这并非巧合. 

定理 7.33 如果一个拓扑空间 X 是紧致的，那么它是板限点紧致的_ 
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证明我们来证明，如果 X 不是极限点紧致的，那么 X 就不是紧 致的. 设 X 不是极限点 
紧致的 • 于是， X 就有一个不存在极限点的无穷子集由于任一 不是 B 的一个极限 
点，于是得出，对于任一工 GB ， 存在工的一个邻域 14 ,使得而又由于 B 没有 
极限点，推论 2.9 蕴涵 B 是闭集.因此， X — B 是开集 • 设0是开集族 { U , | xeB } U { X - 
B}. 那么，0是 1 ： 的一个开覆盖.此外，0没有有限的子覆盖，由于 B 中任何无穷多个点: r 
仅包含于 O 中的开集 之中. 因此， X 有一个不存在有限子覆盖的开覆盖.于是得出 X 不 

是紧致的. _ 

例 7.14 圆盘是紧致的，因而是极限点紧致的.这就蕴涵，每个无限子集有一个极 限点. 
然而，存在没有明显极限点的无限子集.例如，取集合 ACZR 2 , 用极坐标 （ r ， 仍表示为 

A = | Co 1 丨沒 =1 ， 2,3 … } ， 

如图 7. 16 所示.此点集成螺旋形状地移向圆周 S 1 ， 但是这个点 
集没有明显的一个点，使这个集合聚集在其中.尽管如此，定理 
7. 33 告诉我们，这个集合必定至少有一个极限点. 

定理 7. 33的逆命题不成立.正如以下的例子所说明的，极 
限点紧致性未必蕴涵紧致性. 

例 7. 15设 Z 有由基 

<3 = { (― n,n) | n 6 Z 4 *} 

所生成的拓扑.在此拓扑中， Z 不是紧致的，由于基《是一个不存在有限子覆盖的开覆盖. 
然而我们断言，在此拓扑中 Z 是极限点紧致的.事实上我们可以证明， Z 的每个非空子集 
都有一个极 限点. 为此，设 A 是 Z 的一个非空子集. s 是集合 A 中的任一个元素.对于使 
得卜 |> N 的任一 （6 Z ， 可知每个包含 i 的开集必定包含、因此，满足 U |> U | 的任一 t 
是 A 的一个极限点.因此， A 有一个极 限点， 蕴涵在《所生成的拓扑中， Z 是极限点紧 
致的. 

如果我们限制于度量空间，那么极限点紧致与紧致是等价的.这也是在度量空间中成立 
的，便于使用的性质的另一个例子.我们将在定理 7. 36中提出这一结论，但在此之前我们证 
明两个有用的引理. 

引理 7.34 设 iX ， d ) 是一个度量空间.如果 A 匚 X ， 且 c 是一个极限点，那么，对于 
任一 e >0， 开球 ^( c ， e ) 与 A 交于无穷多个点. 

证明设 c 是 A 的一个极限点.我们通过引出矛盾来证明所要的结论.于是，设存在一 
个开球 B / c ：， ，），它与 A 交于无穷多个点，例如〜，…， 〜• 在其中，至少有一个点不等 
于 c ， 由于 c 是 A 的一个极 限点. 因此 

// = rmn { d { c , ai ) \ i = 1，…，，且 a , # c } 

是已知的，且为 正数. 于是 得出， B d [ c , 除了可能的 c 之外，不包含 A 的点. 但这与 c 是 
A 的一个极限点相矛盾.因此，对于任一 e >0, 开球 e ) 与 A 交于无穷多个点. ■ 



图 7. 16在圆盘中必有 A 的 

一个极限点 




152 


第 7 聿 


我们所需要的第二个引理，是关于极限点紧致度量空间的勒贝格数引理.在此，我们面 
临的情况稍微有些特殊.我们已经有了引理 7 _ 27，以及紧致度量空间的勒贝格数引理，而且 
已经知道了紧致性等价于极限点紧致性，那么是否就已经拥有了极限点紧致度量空间的勒贝 
格数引理呢？回答是否定的 • 我们还没有对于度量空间给出紧致性与极限点紧致性是等价的 
证明. 事实上，这正是我们在这里要设法加以证明的.为此，我们需要完成极限点紧致度量 
空间的勒贝格数引理证明的任务，虽然它最终与我们已经证明的勒贝格数引理是等价的 • 

引理 7. 35设（ X ，心是一个极限点紧致度量空间，并设0是 X 的一个开覆盖 • 那么存 
在一个 a > o ， 使得对于任一 xex ， 都有一个 ueo ， 满足氏（工， A ) CZU . 

证明设（ X ， d ) 是一个极限点紧致度量空间，并设0是 X 的一个开 覆盖. 由于0覆盖 
X ,于是得出，对于任一 xex 都存在一个 Reo , 使得设匕>0,使得 BdOr ， ej 匚 K 

成立. ■ 

为了引出矛盾，假定在引理陈述中所说的 A 不存在.那么，对于任一” GZ +， 我们可以 

选取一个； ex ， 使得艮卜„，士)不包含于 ueo 之中. 

点 A 之中可能有重复，但我们断言，集合 Y ={ x „}„ ez + 包含无限多个不同的点.我们通 
过证明不存在户 ex ， 使得对于无限多个 n 成立来证明这一断言.为了引出矛盾，假定 
存在这样一个点 p . 那么，由于对于无限多个 n 都有/>=〜，我们就可以选取 wez +， 使得 

且士< … 再由~的定义，存在使得艮（々， e》[U p . 此外，由于^<心， 

就有氏 e p ). 因此，％是 O 中 使得仏 p ， 的一个集合.但由于 f = 

x M ， 这就与的定义相矛盾.于是得出，对于无限多个 n ， 不存在使得力成立的 ex ， 
因而 Y 是一个无限集. 

由于 X 是极限点紧致的，因此 Y 有一个极限点: y . BAy，t y ) 包含于某个集合 aeo 之 
中.由引理7.34，由于 y 是 Y 的一个极限点，因此无限多个 A 位于 之中. 选取 

NeZ + ， 使得晉)，且士<警.于是得出， B 令 N ，^ CZBAy , e y ) C = O y . 这就 

与的定义相矛盾.于是得出，在引理陈述中所说的 A 是存在的. ■ 

这样，我们就为证明所想得到的定理作好了准备. 

定理 7.36 如果 （ X ， d ) 是一个度量空间，那么 X 是紧致的，当且仅当它是极限点紧致的. 
证明 由于我们已建立了定理 7. 33,只需证明，如果 X 是一个极限点紧致的度量空间， 
那么 X 是紧致的.为此，我们设 X 是一个具有度量 d 的极限点紧致度量空间，并设 O 是 X 的 
一个开覆盖.我们来证明 O 有一个有限的子覆盖. 

由引理7.35,存在 O 的一个勒贝格数 A . 考虑由 

C = \ x X } 

定义的 X 的覆盖. 

我们断言， C 有一个有限的子覆盖.我们使用 C 的这一子覆盖，有助于我们得到0的一个 
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有限子 覆盖. 为了证明 C 有一个有限子覆盖，我们假定此断言不成立，从而导出矛盾 • 于是， 
设不存在 C 的覆盖 X 的有限子 集族.取心 6 X . 那么， B d U ^ A ) 不覆盖 X ，因而我们取 x 2 

A ) •而 { BAx ^ A ), B d U 2 , A )} 都不覆盖 X ，所以取 x 3 eX — (艮 （々 ， A ) U 


B ,( x 2 , A )). 继续上述过程，我们定义集 
合使得对于任一是 ez +， 

是一 1 

都有 A ^ U B d (xj , A ). (见图 7. 17.) 

Y 中^点是各不相同的.因此， Y 是 
一个无限集.设^是 Y 的一个极限点.那 

么由引理7.34, B d (^ y , 吾)包含 Y 中的无 

限多个点.设 x , 和&是这样两个点，再 

设夕<屮由于 A 和工 9 都位于，+> 



图 7. 17 当/<々时，不在任何球 BjU ,， A ) 之中 


分一1 

之中，于是得到 dCr ” ^)< A . 但这 与七茫 Ub / x ; ， A ) 的事实产生矛盾.因此，我们就 

J=1 

可以推断 C 有一个有限子覆盖. 

设 ( Bi , - , B m ) 是 C 的一个子覆盖.任一 •是一个半径为 A 的 开球. 由于 A 是覆盖0 
的一个勒贝格数，于是得到，对于任一 i = l ， …， m ， 存在一个 O t C 0， 使得氏 dQ . 于是， 
集族 { Q ， …， CU 是 O 的一个有限子覆盖.因此 X 是紧 致的. ■ 


7. 4节练习 


7.33 设 R , 表示具有离散拓扑的 R , 直接用极限点紧致性的定义，对以前由图7.12所示的义={(0：,2) 
| l < x <2> 与 B = K 3, y )| l <： y <2}， 来确定其中哪一个是扎 XR 的一个极限点紧致子集. 

7.34 设7={1, 2} 具有平凡拓扑，而 Z + 是具有离散拓扑的正整数集.证明积空间 YXZ + 是极限点紧致的， 
但不是紧致的. 

7. 35证明[0, 1] 作为具有下限拓扑的 R 的一个子空间，不是极限点紧致的. 

7.36 设 X 是一个极限点紧致的空间，而 A 是 X 的一个闭子集.证明 A 在此子空间拓扑中是极限点紧致的. 


7.5 单点紧化 

<4 

正如我们已经看到的，紧致空间和紧致集有许多有用的性质.例如 

(1) 在度量空间中，紧致集是有界闭集. 

(2) 在度量空间的一个紧致子集中，序列有收敛的子序列. 

(3) 紧致度量空间是完备的. 

(4) 在紧致空间上的连续实值函数有极小值和极大值. 

此外，我们还看到一个豪斯多夫空间所拥有的有用性质.例如 

(1) 在一个豪斯多夫空间中，单点集是闭的. 

(2) 在一个豪斯多夫空间中，收敛序列收敛于唯一的极限. 
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可惜，在我们所使用的拓扑空间中，并非总是具有紧致空间和豪斯多夫空间所提供的优 
点. 本节我们引人局部紧致的性质，以及一种称为单点紧化的构造，从而使我们能够把一个 
单点加人到一个局部紧致的豪斯多夫空间 X 中，以得到一个把 X 作为子空间的紧致的豪斯多 
夫空间在此时， X = RS 我们将看到单点紧化产生3维球 S 3 . 

定义 7.37 —个拓扑空间是局部紧致的，如果对于任一 存在一个包含于 X 的一 

个紧致子集之中的邻域. 

例 7.16 任一紧致空间当然是局部紧致的，由于每一个都有既作为它的一个邻域 
又作为包含此邻域的一个紧致集的 X . 

例 7. 17 实轴 R 是局部紧致的，由于对于任一 x 6 R ， 我们有 jcG ( x — 1， < r + l ) C[:r — 
1， X +1].， 而 [X —1，工+1]是紧 致的. 

例 7.18 R 的在标准拓扑中的子空间 Q 不是局部紧致的.（见练习 7.37.) 

定义 7.38 设 x 是一个豪斯多夫空间， Y 等于 X 与附加的单点（记为 oo ) 的并.（见图 
7.18.) 上的一个拓扑，把以下两种类型的子集定义为 开集： 

(1) 在 X 中是开集. 

(2) 形如 Y — C 的集合，其中 C 是 X 的一个紧致子集. 

我们称所得到的拓扑空间 Y 为 X 的单点紧化. 

当然，我们需要证实，此开集族所描述的恰好是一个拓 

扑.下面进行证实. 

定理 7.39 设 X 是一个豪斯多夫 空间. 在 X 单点紧化 
的定义中的子集族，是 Y 上的一个拓扑 • 

证明空集是 Y 中的开集，由于它是 X 中的一个开子 
集.整个集合 Y 本身，在 Y 中也是开集，由于它在 Y 中是空集0的补集，而0是 X 的一个紧 
致子集. 

为了证明 Y 中开集的有限交在 Y 中是开集，只要检验一对开集 U 与 V 的交就可以了.然 
后再用数学归纳法，就可以得到任意有限交的结果了.为此，设 U 与 V 是 Y 中的开集.我们 
需要检验3种不同的情况.首先，如果 U 与 V 都是 X 中的开集，那么 L / flV 是 X 中的一个开 
集，从而使它成为 Y 中的一个开集.其次，假定与其中(^与匕是又 
的紧致 子集. 于是卩 ( gucv ). 由于紧致集的有限并仍是紧致的，因此 qugs 
x 的一个紧致 子集. 于是得出，对于 x 的一个紧致子集 c ， unv ^ Y - c , 因而在这种情况 
下， C / 门 V 在 y 中同样是开集 • 最后，假定 L 7 是 x 中的开集 ， M V = y - c , 其中 c 是 x 的一 
个紧致子集 • 那么，由于 oo 不在 u 中，于是得出 l / nv = t / n(x — C ). 而由定理 7. 8可知 ， C 
在 X 中是闭的，由于它在豪斯多夫空间 X 中是一个紧致集.因此， X — C 在 X 中是开的，蕴涵 U 
n ex-0 在 x 中 为开. 于是 unv 在 x 中为开，从而在此时使得它在 y 中也 为开. 于是得出， 
如果与 v 是 y 中的任意开集，那么 UHV 在 y 中也是开的，这正是我们所要证明的. 

最后，我们证明开集的任意并是开集.我们可以把这一任意并表示为以下的 形式： 

(Ut/ a )u( U (y-q ))， 



图 7 .18 在单点紧化 Y = XU { oo } 
中的开集 U 和 Y — C 
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其中每个 L 7 fl 在叉中是开的，而每个 C 〃是 X 的一个紧致子集.集合在 X 中是幵的，我 

Q—A 

们用 U 来表示它.此外， 

U = Y ~ Pi 

择 eB 卢 e b 

又由于任一集合 c # 是豪斯多夫空间 x 的紧致子集，定理 7 . 6 蕴涵 ric 〃是 x 的一个紧致子 

jseB 

集.设匚=门(^，我们发现 IJ ( Y —0)=7— C ， 且 C 是 X 的一个紧致子集.因此，我们仅 

卢 e b peB 

需要验证 t / U(Y — C ) 在 Y 中是开的，其中1/在 X 中是开的，而 C 是 X 的一个紧致子集•设 

(T = X — U 为 U 在 X 中的补，那么<^在叉中是闭的，因而 

U U ( Y - C ) - ( X - C f ) U ( Y — C ) 

= ( Y - C r ) u ( Y—o 

= y -( c ' n o . 

c 是豪斯多夫空间 X 的一个紧致 子集. 所以 C 在 X 中是闭的.因此， c ' nc 在 X 中是闭的，而 
由于 CT 1 C 是紧致集 C 的一个子集，于是得到 c ' nc 是 X 的一个紧致子集_因此 ， Y — （ C ' flC ) 
是7中的一个开集，蕴涵 UU ( Y — C ) 是 Y 中的一个开集 • 于是得出， Y 中开集的任意并是 y 
中的一个开集.所以，在 x 单点紧化的定义中所描述的 y 的子集族是 y 上的一个拓扑. ■ 

x 是单点紧化 y = xu {^} 的一个子集 • 因此， x 从 y 传承一个子空间拓扑 • 以下的定理指 
出，这个子空间拓扑与原拓扑是相同的，因而我们可以把 x 看作是它的单点紧化的一个子空间_ 
定理 7.40 设 X 是一个豪斯多夫空间，并设是它的单点紧化-那么传承自 
Y 的 X 的子空间拓扑，等于 X 上的原拓扑. 

证明 见练习 7. 38. ■ 

接下来，我们说明使用术语“紧致化”的理由 • 

定理 7.41 设 X 是一个豪斯多夫空间.它的单点紧化 XU {°°} 是緊致的. 

证明 设 o 是 y 的一个开覆盖.定义是由 { vnx | veo } 所给出的 x 的子 集族. 
Or 中的集合在传承自 Y 的 X 的子空间拓扑中是开的.因此由定理 7 . 4 0,它们在 X 中是开集. 
于是得出，01是乂中的一个开覆盖. 

0是 Y 的一个开覆盖，因而存在使得⑺ GU . U = Y _ C 必定成立，其中 CSX 
的一个紧致子集.集族01覆盖 C . 由于 C 是 X 的一个紧致子集，所以可得出，存在一个覆盖 
c 的有限集族 v n nx } ca , 因此 { u ， ％，…， vj 是 a 的一个有限子覆 

盖，蕴涵 Y 是紧致的. — 

即使我们能构建任意豪斯多夫空间的单点紧化，但结果未必是豪斯多夫的_例如，有理 
数集合 Q 的单点紧化，作为 R 的一个子空间，并不是一个豪斯多夫 空间. （见练习 7 . 4 0.)另一 
方面，我们有以下的 定理： 

定理 7.42 设 X 是一个局部紧致的豪斯多夫 空间. 那么， X 的单点紧化 Y = XU { oo } 是 
豪斯多夫的. 

证明 为了看出 Y 是豪斯多夫的，设 X 与 y 是 Y 中 的点. 在第一种情况下，假定 X 与 y 
都在 X 中.由于 X 是豪斯多夫空间，我们就可以在 X 中找到分别包含: C 与^的分离开集 U 
与 V . 集合 U 与 V 在 Y 中也是开集，因而在 Y 中存在0：与 > 的分离邻域.在第二种情况下， 
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Sx = cx >， 且 yeX . 由于 X 是局部紧致的，因此在包含 j 的一个邻域 U 的 X 中，存在一个 
紧致子集 c . y 中的开集 y — c 和 u 是分离集，且分别包含 x 与: y . 于是在这种情况下，在 y 
中也存在 X 与: V 的分离 邻域. 因此， Y 是豪斯多 夫的. ■ 

例 7.19 平面的单点紧化，与球面 S 2 是同胚的.在例 4.16 我们已证明了，在球极平面 
射影下挖去北极 N 的2雄球面，与此平 
面是同胚的.此平面的单点紧化，本质上 
填补回挖去的点 M 为了使之明晰起见， 

我们通过在 S 2 — < N } 中任取一点，通过 
球极平面射影，在平面上找所对应的点， 

来定义一个把此球面 S 2 映射到单点紧化 

R 2 U {°°} * 且把 iV 映射到 oo 的 函数. （见 图 7.19 球面与平面的单点紧化是同胚的 

图 7.19.) 所得到的函数/是一个同胚. 

当所考虑的平面是复平面 C 时，单点紧化 CU {%} 称 为黎曼球面或扩充复平面. 在这种 
情况下，添加无限远点 oo 不仅起逻辑的作用，而且还起代数的作用(例如 j = 卜所得到的 
空间，在复分析中作为许多函数的定义域. 

例 7 . 2 0 3 维球面 S 3 是 R 4 中与原点距离为 1 的一个 点集. 可能难于实现可视化，由于 

我们没有让4维空间实现可视化的天生的 经历. 然而，根据与上一例中所出现的类似的论证， 
我们可以证明，3维球面 S 3 与 R 3 的单点紧化是同胚的. 

当数学家研究纽结理论时，他们总是假定纽结的嵌入是在紧致空间 S 3 之中，而不是在非 
紧致的子空间 R 3 内. 正是由于在 R 3 中添加了一个单点，他们就能够获得在一个紧致环境中 
进行研究的便利. 

7. 5节练习 

7. 37 证明： 在传承自标准拓扑的 R 的子空间拓扑之中， Q 是局部紧致的. 

7. 38 证明定理 7 .40 : 设 X 是一个豪斯多夫空间，并设是它的单点 紧化. 那么传承自 Y 的； C 
的子空间拓扑，等于 X 上的原拓扑. 

7.39 证明 •_ (0, 1) 的单点紧化与圆周是同胚的. 

7.40 证明： Q 的单点紧化不是豪斯多夫的. 

7.41 (1) 描述并说明求开圆环 ^ XCO , 1) 的单点紧化的结果. 

(2) —条开默比乌斯带， 是对 [0, 1]X(0, 1) 通过对通常的默比乌斯带同样粘合对边的方法而形成 

的空间，描述并说明求开默比乌斯带的单点紧化的结果.（提 示： 所得到的空间是我们曾经遇到过 
的空间 .） 

7.42 设 X 是一个豪斯多夫空间，并设 Y=XU { oo } 是 X 的单点紧化. 

(1) 证明：如果 X 不是紧致的，那么 C 1( X )= Y . 

(2) 证明： 如果 X 是紧致的,那么 C 1( X )= X ， 而 Y 与它的元素之一彳是不连通的.（这就表明当 
对一个已经是紧致的空间取单点紧化时，通常不会出现附加的结果 .） 




第 S 章 

. . * . . .. . .. . .. ... ♦ ♦♦♦♦〆_’：♦ .... 

动力系统与混沌 


在以往30年，人们已经发现了一种称为动力系统的数学 领域. 动力系统是对时变过程 
建模时所使用的一种特殊类型的函数.这种过程在流体力学、人口增长模型、天体力学、 
心脏机能、粒子动力系统，以及许多随时闾而变的物理系统的场合经常出现.在对特定的 
动力系统进行分析时，常常使用定性工具和方法，而这些定性方法，通常以来自拓扑学的 
概念为基础. 

在19世纪后期和20世纪初期拓扑学的发展中，要推出一位领军人物-庞加莱 

(1854 —1912)，通常他还被认为是动力系统这一领域的主要奠基者.庞加莱研究了三体问题， 
为在引力的相互影响下运动中的三体的位置和速度而 建模. 由于相关的微分方程的一般求解 
公式难以得到，庞加莱就采取了一种全新的手段，对定义这些微分方程的空间内的结构，进 
行定性的研究.于是动力系统这一领域就应运而 生了. 

在本章，我们考虑通过对一个已知的函数反复进行运算的方法来定义动力系统，这是把 
一个空间映射到它自身的函数.前两节我们考察这些系统的基本性质.在 8. 3 节中，我们提 
供混沌的动力系统的一个拓扑学定义，并探索一个系统能被完全确定的较新的理念，即系统 
的所有的性态可以由初始条件和它的简单演化规则而确定，并展示称为混沌的无法预测的性< 
态.在 8.4 节中，我们提出有助于掀起混沌革命的一种简单的人口模型.最后，在 8.5 节中， 
我们证明依赖于初始条件的敏感性（通常称为“蝴蝶效应”），是混沌的拓扑学定义的一个 
结果. 

8. 1函数迭代 

本节我们专注于动力系统，它是通过对把一个空间映射到自身的函数反复进行运算来定 
义的.特别地，设 X 是一个拓扑空间，而/: X — X 是一个把 X 映射到自身的函数.对于任 
一 726 Z +， 定义函数/的 w 次拷贝的复合尸 0)=/ 。/。…。 /(： C ). 这一想法是，从 X 开始， 
对 X 施加/，然后再对 / U ) 施加/，继续这一迭代过程，直到我们得到尸（: C ) 为止. 

定义 8.1 由 /: X— X 定义 的动力系统， 是一个函数族 ， 其中尸把 X 映射 
到 X . 

例 8.1 设 /: R—R 由 /(： c )= x /3 定义. 于是由/定义的动力系统，是由尸 （ X )=: r /3 n 
所定义的函数族. 

在讨论通过一个函数/: X — X 的迭代来定义的动力系统的应用时，我们认为 / U ) 是处 
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于 状态: c 之后一个时间单位时，此系统的新状态.例如，如果我们在为细菌种群的增长（以 
小时计）建模时，就有表示在种群规模为 x 以后1小时，所形成种群规模的一个函数/(工). 
而如果我们为一个火箭的位置和速度建模时，就有表示在此火箭的位置和速度为（^， W 之 
后1秒钟时此火箭的位置和速度的一个函数 / U ， 

让我们看几个其他定义动力系统的例子. 

例 8.2 考虑以下4个定义在 R 上的 函数： 

(1) 由 / U ) = — 2工定义的 /: R — R . 

(2) 由 〆 ： = 定义的 g : R — R _ 

(3) 由 h { x ) = —x 定义的 h : R ^ R . 

(4) 由 々 U )=0 定义的 々： R—R 

对其中每个函数计算 x = 0 时的值，其结果都是 0. 我们称0是相关的动力系统的不 动点. 
(随后，我们将定义“不动点”和本例所使用的其他术语 .） 

首先考虑函数 /. 如果我们取特定的点 x 。， 那么尸 （工。）=( 一 2)\。.因此，如果:^。#0, 
那么/在:重复迭代后，就得到离0越来越远的值，在正值与负值之间摆来摆去./在 R 上 
的动态特性，在图 8.1 中以所谓动力系 统相图 的形式被定性地描绘出来. 



h k 


图 8.1 /, g 9 h 9 々的相图 

再考虑 f 此时 g 在一个非零值进行迭代，得到逐渐接近于0的值，以0为极限.在这种 
情况下，0被称为是一个渐近稳定的不动点. 

对于 h 我们发现一种不同的动态图景.在0我们有不动点，但是在任何其他值 X 。，对/^ 
迭代的结果，却在一 X 。 和: C 。之间摆动.每个非零值 X 。， 称为此动力系统的周期为 2 的点. 

最后考虑々.此时动力系统比较简单.在每个点实施6的运算后，就直接得出以0为不动 
点.所以，0是一个不动点，而任何其他点，被认为是一个最终要出现的不动点. 

定义8_2 设/: X — X ， 并设 xGX . 

(1) 在 f 下工 的轨线 是序列 

( X ，/( X ) ，尸 （ JC ) ，… ，尸 ( X )，…）， 

并记为 O ( x ). 

(2) 我们称： c 是/的一个不 动点， 如果/(工）=二所以一个不动点： c 的轨线，是在点 x 
的一个常数序列. 

(3) 我们称 x 是/的一个最 终要出现的不动点， 如果 x 不是/的一个不动点，但对于某 
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个 n 6 Z +， 尸 （ x ) 是一个不动点 • 

(4) 假定 m 6 Z + . 我们称 z 是/的 一个周期点或 m 周期点， 如果广 （ x ) 而对于 j = 
1， …， m — 1， fix )^ x , 在这种情况下， x 的轨线，称为 一条周期轨线或一条周期为 w 的 

轨线， 并且称 m 为此周 期点或 周期轨线的周 期. 

(5) 我们称 x 是/的一个最 终要出现的周期点， 如果 x 不是/的一个周期点，但对于某 

^ n 6 Z + , fix ) 是一个周期点. 

如果 x 是一个函数/: X — X 的 m 周期点，那么点2，/( X )，…， / m — i ( x ) 都是肌周期 
点，且都是相异的 • （见练习8. 3 .)于是在: c 对/迭代 时， 我们就环绕这 m 个周期点连续循 
环轮转. 

一个不动点是一个周期为1的点，所以我们把不动点列人函数周期点的一个集合之中_ 

例 8.3 这里我们考虑有关储蓄账户的两个简单的例子.首先，假设我们在一个储蓄账户 
中存款，以获取（每年以复利计息）5%的利息.在初次存款后，我们既没有再为此账户继续 
存款，也没有从此账户中取过款.我们只是设此账户的总金额孳生了利息 • 由 /( x )= l _05 x 
所给出的函数/: [0, oo )— [0, ㈤ ）定义了一个动力系统，这个系统为此账户逐年改变的总 
金额而建模./的动态特性是显而易 见的： 在0处有一个不动点，而在任何其他点，有一条轨 
线，随着/的逐次迭代而远离 0. (见图 8-2.) 

再设每年把利息记入账户后，我们要么从此账户取款1000美元（如果此账户中至少有那 
么多金额），要么轧平此账户（如果此账户的金额少于1000美元）.在这种情况下，由 

1. 05 x - 1000 若 1. 05 x ^ 1000, 

0 若 1. 05 x < 1000 

给出的 g : [0,…)—[0,定义了一个动力系统，此系统为账户金额的变化而建模.在这 

里，0也是一个不动点.通过解方程 g (:^=上会发现，在 : c = 20 000 处存在另一个不动点.我 

% 

们还可以用推理的方法，找到在 r = 20 000处存在不动点，当账户金额刚好能提供每年取款 

1000美元的5%的利息时，金额将保持固定.由于20 000的5%是1000，于是得出，此不动 

% 

点出现于 x =20 000 处.对大于20 000的： c 的值，与： c 相应的利息，就超过了每年取款1000 
美元所需的金额，所以当对尽逐次迭代的条 件下， 此账户的金额将无限增加.当： r <20 000 
时，此账户的金额，最终将等于 0. 因此，小于20 000的： c 的非零值，是 g 的最终要出现的 
不动点.我们用图 8. 3来说明 g 的动态特性. 



图 8. 2 /的动态特性 


0 20 000 

图 8. 3 g 的动态特性 


正如我们在例 8. 3中所看到的，如果我们有一个由函数/迭代所定义的动力系统，那么 
就可以通过解方程 /( x)=x 来找出不动点.类似地，我们可以通过解方程 ru )=： c ， 而且取 
它的与尸（: C)=：r () = 1，…， m -1) 的解相异的解，来找出周期为 772 的点. 

例 8*4 设想位于区间[0, 1] 之上，有一份葡萄干面包的面团.假设我们均匀地拉伸此 
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面团，使它的长度加倍，然后把此面团对折，再把它按压在一起，使得它重新位于区间[0, 


1] 之上 • （见图 8.4.) 

假设通过令 TU ) 等于原来在 i 的一 
颗葡萄干在对此面团拉伸、对折并按压之 
后的新位置，来定义： T : [0, 1]—[0, 1]. 
更精确地，： T 定义为 


2 ：c 若 j ： € 0，+， 

T ( x ) = ^ 

2 ~2 x 若 x 6 士，1 • 

V -■ 

了的图 形如图 8.5 所示.不言而喻，了 
称 为帐篷 函数. 在图 8.5 中，我们还画出 
了直线 y = x 的图形 • ： T 的不动点满足 
T ( x )= x , 因而它的 x 值出现于 T 的图形 






艺涵: ■聽纖灘顯赫:彌极響:_ 
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图拉伸、对折并按压葡萄千面包的面团 


与直线 y = 的交点之处 • 我们看到丁有两个不动点，它们分别位于0与 | 处. 

显而易见，1与1/2是 T 的最终要出现的不动点，但这些点不是唯一的——它们多之又 
多，在 8.3 节我们把它们全都视为相同的. 

再考虑 T 2 . 它的图形与：的图形 一 起都表示在图 8.6 中.我们看到了 2 (：1：)==工有4个 
解，其中两个是不动点0与2/ 3 ,另外两个是2/5与 4/5. 后两个是2周期点，它们一起构成 
一 条周期轨线. 


这里我们仅对此帐篷函数十分复杂的动态特性稍加提及.在 8.3 节再作进一步的探索， 
在那时我们将证明 了是混 沌的. 


以下的定义为由函数迭代所确定的动力系统建立等价的 概念： 

定义 8.3 函数/: X — X 与函数 g: (以及由它们所定义的动力系统），称为拓 扑共轭 

的，如果存在一个同胚 / i : X — Y ， 使得 g 。 h=h o f . 函数 ； i 称为/与 g ■之间的一个拓扑 共轭. 
在图 8. 7中，我们对拓扑共轭条件 g 。 A = 。/加以说明.想法是从左上角的X到右下 

角的V有两条路径- 一 条横过顶部，然后在右边 下降； 另一条在左边下降，然后横过底 

部 —— 都给出同样的结果 •我 们称之为转 换图. 在本质上，&把函数/映射到函数 g. 



m 8.5 帐篷函数 


图 8. 6函数 T 2 


图 8. 7拓扑共轭要求 g 。 / 
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例 8. 5函数 /( x ) 与 g ( x ) = 3 x 的动态特性从定性的角度来看是相同的.一者在0 

处都有一个不动点，而所有其他的轨线不是位于0的正侧就是位于0的负侧，且从0朝外移 


动.事实上，存在两个拓扑共轭的 函数- 


h{x) = 



x <C 0 
0 


所定义的函数 M R — R 是满足条件 g 。 h = 。/的一个同胚 • 

以下的定理指出，两个函数/与 g 之间的一个拓扑共轭，当然把/的轨线映射到 S 的 轨线: 
定理 8.4 设 A 是/: X — X 与 gi Y — Y 之间的一个拓扑共扼.对于任一 和 wG 

Z + ,我们有，因而在/下， / i 把 : c 的轨线映射到在 g 下/1(工）的轨线 • 
证明我们对 n 用数学归纳法来加以证明.由拓扑共轭的定义，当 n = l 时，结论成立. 


假定此结论当 n —1 时成立 • 那么 

九 （尸 （ x )) = / t (广 U /( x ))) = 


= gWx)) ， 

由归纳法的假设，以上第二个等式成立.于是，如果结论当 ”一1 时成立，那么它当 n 时也成 
立.因此由归纳法，对于任一 nez 十，都有《尸（: c ))= yau )). _ 

以下的推论是定理 8. 4的一个直接 结论. 

推论 8.5 设/!是/ : X — X 与 g: 之间的一个拓扑共扼，并假定那么以下 


蕴涵关系 成立： 

(1) 如果是/的一个不动点，那么 / i (: c ) 是茗的一个不动点. 

(2) 如果是/的一个 m 周期点，那么 ZiCx ) 是 g 的一个 m 周期点. 

(3) 如果 jc 是/的一个最终要出现的不动点，那么 A ( x ) 是足的一个最终要出现的不 


动点. 

(4) 如果 J ： 是/的一个最终要出现的周期点，那么 / i ( x ) 是 g 的一个最终要出现的周 
期点. 

证明见练习 8. 9. ■ 

上述推论蕴涵，/的重要动态特性，反映于与/拓扑共轭的一些函数之中.本章我们将 
遇到类似的结论，因而可以看出，拓扑共轭的函数经迭代有等价的动态特性 • 


8 . 1 节练习 


8 . 



对于以下任一函数/: R - R , 求所有的不动点和周期点，并为此动态系统画出 相图: 
(1) /(X) =x 3 (2) f(x) = -jc 3 (3) fCx) = -x m 


(4) f(x) = x — x 2 


⑸ /U) = -ltan-U) 


(6) /(x) = l-x 2 


(7) /(x) = ~sin(x) (8) /(x) = ysin(x) (9) fOc) — 

(10) fU) = 2U-x 2 ^ (11) /(x)=x+sin(x) 

8.2 (1) 考虑由 n 定义的线性系统 L a: R—R ， 其中 a6R. 通过一族相图，当 a 取所有实数时， 

对在 L a 中所看到的不同动态性态进行分类. 
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(2) 证明： 如果 L a 与有同样的动态特性 C 在 （1) 中视为相同的）， 那么込 与“是拓扑共轭的 ■ 

8.3 证明： 如果 x 是函数/: X — X 的一个 m 周期点，那么点工， / U )， /( X )’ …， 各不相同’且 
都是 m 周期点. 

8.4 像你为帐篷函数 T 所做的那样，求出尽可能多的最终要出现的不动点 C 在8_3节中我们将证明它们为 

何全都被视为是相同的）. 

8.5 为帐篷函数 T 求3周期点. 

8.6 考虑在例 8. 3中的第二个储蓄 模型： 

,1. 05 j ：- 1000 若 1. 05 x > 1000, 

= I 

\0 若 L 05: r < 1000. 

(1) 确定 g _1 (0)， 即确定导致下一年余额为零的金额范围 • 

(2) 确定导致 〃一 1年后余额非零，但在《年后余额为零的金额范围. 

8.7 本题要求你通过详细的计算寻求与由 / a ( i )= a ： r(l — x ) 定义的函数 / Q: [0， 1] — [0， 1] 有关的轨线. 


我们将在 8. 4节进一步考察此函数族. 


(1) 对/。. 6: [0，1]—[0，1]， fo . eUy =0.6 xa - x ) 寻求并比较由初始值0, 0.1, 0.7 所确定的轨线. 

(2) 对八 6: [0, 1]— [0，1]， f l . 6 ( x ) = l .6 xa - x ) 寻求并比较由初始值0, 0.1， 0.7 所确定的轨线 • 

(3) 对/ 3 . 2 : [0, 1]— [0, 1]， / 3 . 2 U ) = 3. h(l — I )寻求并比较由初始值 0.25 和0_ 75所确定的轨线. 

(4) 对/ 4: [0， 1]— [0，1]， _ AU )=4： r ( l - x ) 寻求并比较由初始值 0.261 和 0.262 所确定的轨线. 

8.8 求 R ^ R , g a (^= a ( x -\- x 2 ) 的不动点，其中 a >0. 在 x —<2坐标系画出不动点，并说明当参数 a 

改变时它们的位置如何改变. 

8.9 证明推论 8.5: 设 A 是/: X — X 与 g: 之间的一个拓扑共轭，并假定： 兄 那么，以下蕴涵关 

系 成立： 

(1) 如果 I 是/^的一个不动点，那么 AU ) 是私的一个不动点. 

(2) 如果2是 /i 的一个771周期点，那么 / i ( x ) 是 g ■的一个 m 周期点. 

(3) 如果工是△的一个最终要出现的不动点，那么 Mi ) 是 g 的一个最终要出现的不动点. 

(4) 如果: r 是 A 的一个最终要出现的周期点，那么是 g •的一个最终要出现的周期点. 


8,10 由 


g (工） 


3 x 


0 ^ x ^ — 


2 -S 工 


3x- 2 


2 


3 


<工<1 


定义函数€: [0, 1]— [0, 1]，证明 g 与帐篷函数不是拓扑共轭的. 

8.11 设/: 是连续的. 证明： 如果 xex ， 且: y = litn 尸（ X )，那么： v 是/的一个不动点.即如果一个 


点的轨线收敛，那么它收敛于一个不动点.（提 示： 用定理 4. 7.) 

8. 12 设/: R—R 是连续的，并设 I 与 J 是使得 /(DCJ 且 /(J)Cir 成立的分离有界闭区间.证明在 I 中存 

麵 

在一个2周期点： 

8.13 (1) 设/: R^R 是一个同胚.证明/没有周期大于2的周期点. 

(2) 证明对于任一存在一个具有 n 周期点的同胚 R 2 —R 2 . 


8.14 设 X 是一个单射. 
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(1) 证明：对于任一 k wG Z + ^ f 1 : X — X 也是一^个单射 • 

(2) 证明： /没有最终要出现的周 期点- 

8.15 考虑 / U ) = y ^. 设 X 是/在其上定义了一个动力系统的 R 的最大子空间. 证明： X 有3个元素， 
并证明任一 是具有一条轨线的一个3周期点，此轨线包含 X 的每个元素中的一个点. 

8.2 稳定性 

在许多物理环境和数学模型中，我们观察趋向于固定或稳定的状态.例如从一个烤箱中 
取出来的一块饼有一个 温度，经 冷却就趋向于固定的 室温； 一名儿童当他让秋千迅速地上下 
运动以平衡振幅减弱的效应时，就在这个秋千上达到一个稳定的振动.又例如，我们在数学 

上看到，对于来说，每个点都有一条收敛于不动点0的轨线，而对于 /( 工）=工 1/3 来 

说，除了 0以外，每个点都有收敛于周期轨线{—1， 1} 的一条轨线. 

本节我们通过称为动力系统的不动点或周期点的渐近稳定性，来描述这些性态.我们从 

与稳定性有关的一些定义开始进行讨论 • 

定义 8. 6 已知/: X—X， 设 X * 是/的一个不 动点. 

(1) 我们称 x * 是稳 定的， 如果对于任一包含的开集 U ， 存在一个包含/的开集 V ， 

使得对于任一 x 的轨线位于1/之中 ■ 

(2) 我们称 X * 是 渐近稳定的， 如果 X * 是稳定的， 而且 如果存在一个包含/的开集17, 
使得对于任一 zeu ， 都有 

n 一 oo 

(3) 我们称？是中 性稳定的， 如果，是稳定的，但不是渐近稳定的 • 

(4) 我们称？ 是不稳定的， 如果？不是稳 定的. 

定义 8.7 已知/: X—X， 设 x * 是/的一个 m 周 期点. 如果 ： c *， /( 〆 ）， /( f )， …， 
尸一 U〆 ） 作为广 的不动点全部是稳定的，我们就称？是一个 稳定周期点， 或有一条 稳定周 
期轨线 • 类似地，我们可对周期点和周期轨线定义渐近 稳定. 如果/是一 个稳定周期点 ，但 
不是渐近稳定的，我们就称它是中性稳定的周期点，或有一条中 性稳定的周期轨线. 如果/ 
不是一个稳定周期点，我们就称它是一 个不稳定的周期点， 或有一条 不稳定的周期轨线. 

在定义 8. 7中，在/是连续的情况， y 作为一个周期点的稳定性，只是通过作为 广的不 
动点的稳定性来确定的.特别，如果/是连续的， 且是广 的一个稳定不动点，那么/(，）， 
/(/)，•••， r — w ) 也是稳定的不动点. 

同样的结论，对？是一个渐近稳定周期点，中性稳定周期点，或不稳定周期点的情况也 
成立.（见练习 8. 17.) 

例 8.6 我们再次考虑例 8.2 的 4 个例子. 

(1) 由 /( x ) = — 2工定义的/: R — R . 

(2) 由定义的 R — R . 
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(3) 由 / i ( o :) = —jc 定义的 / i : R — R . 

(4) 由 Kx )=0 定义 的左： R — R . 

以上的每个函数都以工 = 0 为不 动点. 对于/，请注意，如果我们取包含0的开区间 t /= 
(一1，1)，那么除了在0的轨线之外，从 U 开始的任一轨线最终离开 U . 因此，0是/的一 
个不稳定的不动点 • 再对于 g 考虑不动点 O . 已知任一包含0的开区间以，设 V 是包含于1/ 
中的一个开区间（一 e ， e ). 从 v ■开始的任一轨线仍留在 V 中，并趋近于极限0_因此，0是尽 
的一个渐近稳定的不动点 • 对于々 来说，在0的不动点也是渐近稳定的不 动点. 对于&而言， 
在0的不动点是中性稳定的，且每个异于0的点，是一个中性稳定的2周期点 • 

例 8. 7再一次考虑例 8. 3中的储蓄模型.对于账户累计利息的情况，既不存入又不取出 
时，就有由 /( x )=1.05: c 定义的动力 系统. 对于这个/，我们在0有一个不稳定的不动点. 
如果我们从任一金额非零的账户开始，不管金额多小，此账户的金额离开0而增长. 

在第二种储蓄模型中，我们在取得利息后每年取款1000美元，此动力系统定 义为： 

1. 05 :c — 1000 若 1. 05 x ^ 1000， 

& 0 若 1.05: c < 1000. 

在这种情况下，0是渐近稳定的不 动点. 如果我们从金额接近于0的账户开始，那么在长 
期持有此账户后，我们将终结于 0. c 事实上，对于充分小的初始金额，我们立即达到 0.) 在 
另一方面，我们在20 000有一个不稳定的不 动点. 在此动力系统中，大于 2 0 000的初始金额 
将无限增加，而小于20 000的初始金额将减少到 0. 

正如我们已经指出过的，稳定的不动点和周期点，是在对一个动力系统的数学方法，并 
对为一个动力系统建模的一个物理系统的性态进行长期探讨时我们常看到或探索到的点•在 
例 8 . 8 和 8 . 10 的论述中就会看到这样的点. 

例 8.8 设由 /( x )=2： r ( l — x ) 来定义函数/: [0， 1]— [0， I ]. 如果我们取一个值加6 
(0, 1)，并用计算器来计算 /( w )， 且在 w 对/进行逐次迭代后发现，计算器每次最终都回到 
0.5. 通过这个过程我们发现，所出现的是/的一个稳定的不动点.事实上， 0.5 是渐近稳定 
的不动点，而此系统把在（0, 1) 中的所有值都推向于它.因此，无论是接近于 0.5 还是固 
定于0.5，此系统存在长期的性态. 

当然，我们能够通过解方程 2:^(1 — 工）=工，来为/求出不动点 0.5. 解此方程得到 x = 
0或 0.5. 所以，在0也有一个不动点.在0的不动点是不稳定的，因而对/逐次迭代的过 
程不能显现此不动点，除非我们选它（或选 1) 为起点.不能期望此系统的长期性态在0处 
不动. 

尽管用计算器在 we (0, 1) 对/作有限多次的逐次迭代后，为我们提供值0.5， 為、 XV 实 
际上并不是/的一个最终要出现的不动点.理由是，我们最终恰好得到的0.5,是用计算器对 
它的结果按照四舍五入的方式得出的，而在某点刚好四舍五入为0.5，于是它是不动点.所 
以，如果 wG (0，1) 且 u ^ O -5， 那么 lim /"( tej ) =0. 5，但对于任一 w ，/"( w ) 尹0.5_ 

” 斗 oo 

观察在 R 中一个区域上所定义一个动力系统性态的方便方法，是称为 蛛网图 的方法.（见 
图 8.8.) 我们用上例的函数/: [0, 1]— [0, 1] 来说明这种方法.一开始画出 / Cr )=2 x ( l — x ) 
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与3»=1的图形，然后取一个初始值 a 6(0， 1)，并从直线 : V = x 上的点 U ， a ) 出发，沿垂 
直方向到/( I )上的点 u ，/( a ))， 然后再沿水平方向到直线7 = 


x 上的点 （/ U )，/( a )). 重复这些步骤，就把我们引向直线7 = 
x 上的点 （/ U )，/( a )). 继续重复这一过程，就得到在直线 
:上所描绘出的 a 的轨线. 

以下的定理对线性函数 = 所有可能的不动点和稳 

定性性质加以分类. 

定理 8. 8 设/: R — R 是线性函数/(工）=7^+&. 

(1) 如果 7 n 參 1，那么/有唯一的不动点.如果饥=一1，那 
么，此不动点是中性稳定的.如果 | m |< l ， 那么此不动点是渐近 
稳定的.如果 | m |> l ， 那么，此不动点是不稳定的. 

(2) 如果 m = l ， 那么当6关0时，/没有不动点，而当6=0时，任一 都是中性稳定 



图 8.8 


fix) = 2x(1—x) 

一个蛛网图 


的 


的不动点. 

证明 见练习 8.19. ■ 

在图 8.9 中，我们用蛛网图来说明在定理 8. 8中所确认的某些稳定性性质. 

而如果一个函数在一个不动点是可微的，那么以下的定理指出，此不动点的稳定性可以 
通过在此不动点处的导数值来确定，只要此值不是一 1或 1. 






定理 8.9 设 X 是 R 的一个子集.假定: c 。 是/: 的一个不动点，且/在： c 。 是可微 

的.于是，如果 |/(工。）|<1， 那么 X 。 是渐近稳 定的； 如果|/(工。）|>1， 那么是不稳定的 • 


我们对定理 8.9 不作证明.它的证明可以在动力系统的标 
准人门教材例如 [ DevR ] 中找到.证明的思路是，只要 
|/ Uo )|^ l , 作为/的一个不动点的： r 。 的稳定性，由作为/ 
在 X 。处的线性逼近的一个不动点^的稳定性来确定.（见图 
8. 10.) 上述线性逼近是函数 Lix ) = f r ( x 0 ) ( x ~ x 0 ) + f ( x 0 ). 

定理 8.9 没有涉及|/(知）|=1时的转移情况，那时 x 。 可 
能是中性稳定的、渐近稳定的，或不稳定的.（见练习 8. 20.) 

例 8.9 让我们回顾以前曾经考虑过的某些例子，以考察 



如何用定理 8.8 与 8 . 9 来对我们关于稳定性的观察加以验证. 

对于在例& 3 中由 /( x ) = 1.0.5 x 给出的不取款的储蓄模 




8.10 


对于/与 L 来说，不动 
点; T 。 的稳定性是相同的 
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型，我们在0处有一个不 动点. /在0处的斜率是1.05，它的值大于1，因而此不动点是不稳 


定的. 

对于在例 8. 3中由 


g(x) 


rl. 05x — 1000 

1 ° 


若 L 05 x > 1000, 
若 1. 05 x < 1000 


给出的考虑取款的储蓄模型，我们在0和20 000处有不动点 • g 在20 000处的斜率是 
1.05，蕴涵20 000是一个不稳定的不动点. g 在0处的斜率是0，蕴涵0是一个渐近稳定的 
不动点. 


对于例 8.8 中的函数 /(x)=2:r(l— X )，在 0 与■^处存在不 动点. 此外，由于 /'(0) = 2, 


所以0是一个不稳定的不 动点; 


而又由于所以+是一个渐近稳定的不动点. 


对于例 8.8 中的帐篷函数了来说，我们在0与 f 处存在不动点.在0处， 了的斜 率是2; 


在 I 处，： T 的斜率是 一2. 于是得出，二者都是不稳定的不动点.在 | ■和音还存在周期为2的 
点.我们从图 8.6 中 T 2 的图形可以看出，： T 2 在每一点的斜率都是一 4. 因此，这些周期点是 
不稳定的.于是，对于帐篷函数，我们既不能预期看到此系统经长期趋向不动点0与 f 的过 

程而趋于平静，也不能预期看到此系统经长期趋向周期轨线的过程而趋于平静.事 

实上，正如我们在 8.3 节中将看到的，存在密集分布于[0, 1] 的周期点 T ， 但它们都是不 
稳定的，所以此系统不会以它们为归宿. 

不一致之处在于， T 2 的导数与在周期轨线 { f ， 上任一点的导数相同.事实上，已知 

/： X — X ， 其中 XCR ， 如果 a ，…， 构成/的一条 m 周期轨线，并设/是可微的，那么 

r 在工”…，之中任一点的导数，等于/(^)/(工 2 )… / uj ， 即在此轨线的任一点求导 
所得到的值的乘积.（见练习 8. 21.) 

例 8. 10 我们在本例考虑挂于系在天花板的一根弹簧上的一个重块.假定存在一个平衡 
位置，当不存在运动时，重块就停留在那个位置.把此平衡位置作为确定重块位移的原点. 
我们还假定，当此重块运动时它在平衡位置上下振动，离此平衡位置所提升的距离不超过 M . 
我们通过函数/: [0, M]-[0, M] 为此重块的运动建模，这样定义这个 函数： 如果此重块 

以前振动的最大高度是： t 的话，那么 /( x ) 就是此重块在一个特定振动的最大高度.（见 
图 8. 11.) 

对于衰减运动，例如由空气阻力所引起的运动的情况，正如图 8.12 左边所示，我们有 
/(0)=0，而对于其他所有的 x ， 都有 /( x )<： c . 于是，我们在0处有一个稳定的不动点，而 
经过长期运作，我们预期能看到此弹簧-重块系统趋于平衡. 
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® 8.11 振动中的弹簧与重块 


另一方面，假定我们激励此运动，例如通过在任一时刻给此弹簧施加一个向下的拉力， 
沿朝下的方向通过此平衡 位置. 在这种情况下，正如图& 12 右边所示，我们有 /(0)=0， 而 
对于其也所有的 X ， 都有 /(^)>x. 此时，我们在 0 处有一个不稳定的不动点 • 此系铳一旦运 
动，就保持振幅越来越大的运动. 

让我们来观察当把以下两种情景，即小规模的衰减和大规模的激励相结合时，究竟会出 
现什么结果.假定当此振动的最大点接近于0时，对此重块施加一个拉力，而当此振动的最 
大点较大时我们让衰减保持 • 我们假定/(0)=0，而对于接近于0的 X 有 /( x )>: r ， 而对于较 
大的： c 有 / U )< x ， 并且设/在小规模的激励和大规模的衰减之间的转换之中时是连续的 • 
(见图 8.13.) 由介值定理可知，有一个点工。>0，使得/(工。）=*2：。，也就是说，我们有一个不 
动点.请注意，此不动点并不代表重块处于一种不动的情况，而是代表此重块在每次振动所 
回复到的平衡位置以上的最大高度.我们把它认为是一种持续振动——既不衰减又不增长的 
振动.于是，小规模的激励与大规模的衰减结合在一起，就产生一种持续振动 • 

此外，假定/的图形如图 8.13 所示，那么 0</( x 。） <1，且：是渐近稳 定的. 因此， 

持续振动是我们所预期的经长期运作后此系统所趋于的性态 • 



图 8. 12衰减运动与激励运动的图形 图 8. 13小规模衰减和大规模激励的整合 

在例 8. 10中所看到的持续振动，在物理系统是常见的.正如你在吹一个木管乐器的簧片 
时，就会产生一个小幅度的激励，此激励通过恢复力来阻扰簧片保持降半音的倾向.此激励 
与恢复力的平衡所形成的振动，产生由乐器所形成乐曲的声音.范德波尔振荡器是为持续振 
动所建立的一种经典的微分方程模型.它是首先由范德波尔 （1889 — 1959) 作为心脏搏动的 
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一种模 型而引 入的，但更一般地被作为电子线路的一种模型来加以考察.此微分方程既反映 
小规模激励，又反映大规模衰减，因而它的解趋于一种持续振动.（见 [ Str ].) 

8.2 节练习 

8.16 对以下每种函数确定它的不动点和周期点，并对所有这样的点，用定理 8.9 来确定它是稳 定的： 

(1) f { x )= x z (2) / U ) = — x 3 (3) / U ) = — 工 1/3 

⑷ /( x ) = 土 tan - 1 O ) (5) /( x ) = l — x 2 (6) /( jt ) —-^- sin ( x ) 

丌 4 

(7) / U ) = jsinU ) (8) /(* r ) = 2 U —/) (9) /( x )-^+ sinU ) 

8. 17 假设 / 是一个连续 函数. 

(1) 证明： 如果 ，是 /的一个稳定的 m 周期点，那么 / U —), /(/)，•_•， r — w ) 也是稳定的 
m 周期点. 

(2) 证明： 如果: r * 是/的一个渐近稳定的 m 周期点，那么/(/)，/(?)，•••， f n ~ x ^ ) 也是渐 
近稳定的? W 周期点. 

(3) 证明： 如果: r * 是/的一个中性稳定的 m 周期点，那么/(，）， /( x *), »•, 也是中 

性稳定的 m 周期点. 

(4) 证明： 如果，是/的一个不稳定的 m 周期点，那么/(，），尸（，），…，也是不稳 
定的 w 周期点. 

8.18 为例8.3、 8.4 和 8.8 中的动力系统画蛛网图，说明在例 8. 9中所讨论的稳定性性质. 

8.19 证明定理 8. 8:设/: R — R 是线性函数 /(： r )-= W x +6. 

(1) 如果 w /1， 那么/有唯一的不动点，且如果 m =— 1，那么此不动点是中性稳 定的； 如果 | m |< 
1，那么此不动点是渐近稳定的，如果|7«|>1，那么此不动点是不稳定的. 

(2) 如果爪=1，那么当6关0时，/没有不动点，而当6 = 0时，任一都是中性稳定的不动点. 

8. 20对于定理 8. 9没 有涉及 的转移情况，其中在/的一个不动点 A ， 有 |/ Cr fl )|= l ， 此时 A 可能是中性 
稳定的、渐近稳定的，或不稳定的. 

(1) 举例说明函数/有一个满足 |/ Uo )|= l 的不动点 但办是 中性稳定的. 

(2) 举例说明函数/有一个满足1/(心）1=1的不动点; t 。， 但办是渐近稳定的. 

(3) 举例说明函数/有一个满足 | /( A ) |=1 的不动点心，但 x 。 是不稳定的. 

8.21 假定 XCIIT 且/: X — X 是可微的 证明： 如果 A ，…，构成/的一条 m 周期轨线，并设/是可微 
的，那么对于任一/， 

(广 )’(：,) =/’(工1)/’(工2)… 

8. 22牛顿法是逐次逼近函数/: D — R 的一种迭代过程，其中 DCR . 我们假定/是二阶可微的.对此/， 
定义 gU ) 二 牛顿法背后的思路是，初始猜测/的零点为 A ， 然后 在办对 g 进行迭代，得 

到点的一个（我们预期的）收敛于/的一个零点序列〜=^(心）. 

(1) 证明： 如果 x 是 g 的一个不动点，那么是/的一个零点. 

(2) 证明： g 的每个不动点是渐近稳定的. 

如果: r 满足/(工）= 0,那么 g 在： r 没有定义.这一个 x 可能是/的一个零点.如果^是使得 
/ U ) 关0的/的一个零点，那么 C 1) 和 （2) 中的结论蕴涵，如果我们初始猜测为充分接近于 z 的 
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Xo , 那么在 g 下 X 。的轨线收敛于 L 

再考虑我们有 g 的两个不动点 A 与 Q ， 而在它们之间不存在不动点的情况.由（ 2 )，分别存在 
A 与 Q 的邻域与 U 2 ， 使得 LT , 中的每一点的轨线收敛于 A •々与 々之间必定会发生以下的情况， 
即其轨线收敛于 Q 的那些点与轨线收敛于 Q 的那些点相分离.至少我们可以做以下的工怍： 

(3) 证明： #的每对不动点之间存在使 g 没有定义的一点. ^ 


8.3 混沌 

1961 年美国麻省理工学院的气象学家 E . 洛伦茨，试图在计算机上用 I 2 个较复杂的方程 
所表达的模型来仿真大气模型.他一反完全用计算机对以前的数据进行反复运箅的惯例，决 
定重新用一部分上次运算所输出的数据，来开始进行计算.不过，计算机输入的数据所保持 
的精确度不再达到60位，他所使用的是由计算机所提供的，具有 3 0位精确度的打印数据 • 
更令他惊奇的是，计算的结果与以前的结果完全不同 • 他发现了对初始条件的敏感度，即使 
这些方程不变，只要输入条件有小的改变，就会引起输出的巨大改变 • 这常常被称为“蝴蝶 
效应”，当香港一只蝴蝶扇动一下它的翅膀，最后可能会足以引起美国得克萨斯州的一场龙卷 
风.换句话说，微小的改变能产生戏剧性的冲击.这就是为什么进行长期天气预报如此困难 
的原因所在.洛伦茨在他的有关这一发现的现代经典论文 “Deterministic nonperiodic flow ” 

(确定性的非周期气流）中说， 

当我们的结论 . 应用于大气……它们意味着，用任何方法对充分遥远的未来 

进行预测都是不可能的，除非确切地知道现在的条件.考虑到难以发现的不精确性 
和天气观测不够完整，看来，精确地进行周期很长的预报是不存 在的. 

借助计算机的帮助，洛伦茨对庞加莱在60年前曾直观描述过的，作为对三体问题研究结 
论的一个现象进行了观察.庞加莱在1903年的论文 “Science and Method ” （科学和方法）中 

曾 提出： 

如果我们确切地知道自然界的规律和宇宙在初始状态的情景，就能预测到同一 
宇宙在随后时刻的情景.但是……我们所知道的也只是初始状态的近似情况而已. 
如果我们能以同样的近似程度来预测随后的情景的话，这就是我们所要求的一切…… 
但是并非总能如此，也可能会出现，由于初始条件细微的差别而使最后的现象引起 
巨大差别的情况 [ Pet ]. 

在庞加莱和洛伦茨等人的时代，都有人瞥见过这种有趣的现象，由于它被人们广泛地观 
察与理解，被确认为是许多物理和数学系统的一个艰深部分，这就导致了采用计算机作为数 
学与科学的一种实验工具. 

数学和科学的一场革命应运而生，在随后几个年代，许多数学家和科学家致力于对这种 
现象及其性质和结论进行识别、描述和定义.混沌这个名称广泛地用于来源于敏感地依赖于 
初始条件的一般结构和 性态. 

除了敏感地依赖于初始条件的不可预测性以外，混沌还包括一个规律性的因素.在一个 
混沌系统中的一些轨线，可能在整个肘间段（可能非常长）是周期的，但是它们在最后，却 
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偏离为另一个多半是与周期状态明显不同的性态范围.地球环绕太阳的规律性，在一个总体 
混沌的系统中，可能具有近似的长期周期性 • （关于这种可能性的进一步的讨论，见 [ P et ].) 

本节我们提出混沌的一个拓扑学定义，还讨论混沌的某些本质特征：它是确定性的，但 
却是不可预 测的； 它具有隐藏的规律性，而在同时它把整个定义域混杂在一起.我们还进一 
步考察帐篷函数，并提出证明它是混沌的两种 途径. 最后，我们介绍对于初始条件的敏感依 
赖性，并提出一个定理，说明在一个无限度量空间上的每个连续混沌函数，具有对于初始条 
件的敏感依赖性. 

在本节，我们引入依赖于初始条件的敏感性，不过，到8_ 5节我们才提出论述这一概念 
的定理，即在一个无限的度量空间上的每个连续混沌函数，存在依赖于初始条件的敏感性. 

定义 8.10 设 X 是一个拓扑空间函数/: X — X 称为是 混沌的或具有混沌， 如果 

(1) /的周期点的集合在 X 中是稠密的. 

(2) 对于 x 中的任一开集 u 与 V ，存在 xeu 与 nez +， 使得 

第1个条件意味着，存在稠密分布于整个区域的规则周期的 性态. 无论我们在此区域中 
所选取的是什么点，都存在任意接近的周期点. 

第2个条件称为拓扑传递性，意味着在此定义域中的任一对区域通过此系统混杂在一起. 
给定任意一对开集，在第一个集合中至少存在一个点，经过某种迭代映射到第二个集合 • 


再一次考虑帐篷函数 


TU ) 


2 x 若 x G 

r 1 -1 

[° ， 2] 

2 一 2 x 若 x € 

ri ii 

L? 」 


在 8.1 节中我们已经给出了了和 T 2 的图形.在图 8.14 中，我们画出了 T 3 与 T 4 的图形. 


图案是显而易见的，对于任一 j = l ， 2, …， 2^，： T 的图形是张在区间 


1 


中的一 


个“帐篷”.于是得出，每个这样的区间，包含 P 1 的图形与直线的两个 交点. 这些交点 
是: T 的周斯点.因此，当 n 越来越大时， 


区间 


1 

2 


一 1 


2 


一 1 


把[0， 1] 分割为越来 


越小的区间，其中每个区间包含周期点. 

r 7 •一 1 i 


此外，： p 把每个区间 


n-l 


2 


n-l 




r 


射到[0, 1] 上.所以，当 n 越来越大时， 

在整个区间[0, 1] 通过 T " 的伸展或“混 
合”而得到的区间越来越小.因此，混沌 
的两个主要构成要素，是由这个帐篷函数提供的.在本节最后的一组补充练习中，通过对这 
种方法逐步加以详细叙述，来证明了是混沌的. 

不过，我们现在采取一种不同的方法来证明 T 是混沌的.这种方法以[0, 1] 中实数二 
进制表达式为基础.具体来说，我们利用以下的事实，即任 一 xe [0, 1] 可以表示为 
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y + i + 


• • • 


• « _ 


m 


其中每个 〜等于 0或 1. 对于这样的: C ， 我们有二进制表达式…‘… 

对于^ 1 = 0 或 1 ，我们设 〆 =1 — a . 注意到而如果: T 有二进制表达式.化免… 
a m …，那么 1 —: c 有二进制表达式_ < ••<••• 


再设 xe |" o ， y "|, 那么 1 有形如 .Oaf a m …的二进制表达式，因而得出 



= • a 2 a 3 … … ♦ 


此外，如果 xG +，1，那么 I 有形如 . la 2 ……的二进制表达式；所以 1 — x ==. Oa 2 * … 

_ ■ 

a 二…，而2 — 2 x =. aX ….（请注意，二进制表达式不是唯一的，例如1/2既可 以表不 
为 .1000000 …，也可以表示为 .01111111 …，而由于这个理由，我们既可以把1/2包括在「0, 


2 


中，也可以把它包括在 


2 


1 


中 •） 


因此，利用二进制表达式，可以把帐篷函数 ： H [0, 1]>[0, 1] 表示如下 


T(. a a a 2 


a 2 a ^^ a m 


_ _« 


a 2 a 3 * 


• « 畢 


若七 = 0 

若 a ! = 1 


例如，由： r (. 000…） =.000 …， 就可确认在0处有不动点.而1的二进制表达式是 .111 …， 


而 T (. Ill — ) = .000 


所以： T (1)=0. 对于2/3，它的二进制表达式是 .1010 


• • • 


7 X . 1010 …） =.1010 …，于是（正如我们已知道的）2/3是一个不动点.对于2/5,它的二进 
制表达式是 .01100110 …，而 T (. 01100110…） =• 11001100，" = 4/5. 另一方面， 7 X . 11001100…）= 
.011011 … = 2/5. 因此，正如我们以前就已知道的，我们有2周期点2/5与 4/5. 

正如下列引理所指出的，利用： T 的上述表达式，我们还有一种表示： P (. a ia2 〜 ‘…）的 
简单 方法： 

引理 8.11 对于 . … a ^"6[0，1] 和 nGZ ' 


__ f . a ^- ia „+ 2 — 若 a n = 0， 

T^C. ai a 2 ---a m ***) = J 

[• … 若 = 1. 

证明 我们对 《 用数学归纳法来加以证明.对于 n = l ， 结论由丁的定义得出.假设结论 
对于 n — 1 成立，那么 

PX … a ，"） = TCT ^" 1 (. aia 2 "*a m '")) 


__ fT (. a n a M *•■) 若 <2^=0， 

| t (. a* a^-i •••) 若 h = 1. 

其中第二个等式成立，这由归纳法的假设得到. 假定〜 =0,那么: T (. ai wa m …)要么等于 
了(.0〜 +1 〜 +2 …），要么等于： r (. 1< +1 心\ 2 …）. 无论哪种情况，由 T 的定义，结果都是我们 
所想得到的 . a „ +1 a „ +2 …. 

再设 那么 TH . 叫〜 ……） 要么等于 IX . 1<2„十 1( 2„ +2 …），要么等于 T (. OtCHcCfs • 
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无论哪种情况，都得到我们所想要的结果 _ a ”+ 1 fl n +2 • • •. 

因此，如果结论对于 n — l 成立，它对于 rt 也成立，由归纳法可知结论对于所有的 

成立. ■ 

在证明 了是混 沌时，我们使用下面的引理，它指出，如果在[0, 1] 中的两点有相应的 

二进制表达式，它们的前 n 位一致，那么这两个点之间的距离至多为 


引理 8. 12 设 o : 与: y 分别有二进制表达式 • aia 2 …与 . bib 2 ……，如果对于£== 

1，…，打 ，有 cii ^ bi ， 那么 lx — 


证明我们有 


X — y 




士 一 0 




a i ~ b i 




(由于 k — y < i ) 



= ¥ (由于卖合叫. 

现在我们来确立： r 是混 沌的. ■ 

定理 8.13 帳篷函数了是混沌的. 

证明首先，我们来证明： T 的周期点在[0, 1] 中是稠密的.为此只要证明如果: c 6[0, 
1] 且 e >0, 那么，存在一个周期点夕，使得 |x — 夕 |< e 成立就可 以了. 为此，设: c €[0, 1]， 
且 e >0 是任意的.假定 . ……是工的一个二进制表达式，且存在充分大的 Z + ，使 


得吾 < e . 如果我们设 


p = • aia2^^a n 0aia2 # * # a„0aia2 , 

那么，由引理 8.11 可得户是一个周期点，而引理 8. 12蕴涵丨 x—/>|< e . 于是： T 的周期点在 

♦ 

[0， 1] 中是稠密的. 

为了证明拓扑传递性，设 U 与V 在[0, 1] 中是开集，并设 x = . fll a 2 …… et/.Mf 
k …是任意的.由于17是开集，所以存在€>0,使得（: T— £，： c+e)n[0，l]eu. 设 7zez+ 

充分大，使得去 ■<£ 成立.取: y = . •匕… €V \ 并考虑 

I 

< . . ^ 

p = . aia 2 49% a n 0bib 2 b 3 9 ^. - 

I 

i I » 

由引理 8.12，| x ~^|^< e , 因而 pet /. 引理8.11蕴涵7- +1 (/0=3；6 7.于焉得 出飞是 
拓扑传递的，因而是混 沌的. .•… ■ 
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在了的拓扑传递性的证明中，二进制表达式.卜匕… k …完全是任意的，且可能与[ 0 , 
1] 中的任意点 有关. 我们实际上证明的是，已知 U 在[0, 1] 中为开集，那么存在 nez +， 
使得 T " 把 U 映射到[0， 1] 上. 这并不奇怪，因为我们早就注意到这一现象.特别地，对于 

[0， 1] 中的开集17,存在充分大的 mez f ， 使得某个区间包含于 U 中•我们 

_ _ 

以前曾讨论过1"把每个这样的区间 #■] 映射到[0, 1] 上- 

_ ■ 

虽然它在混沌的定义中未起作用，但我们仍可以看出，了的最终要出现的不动点在[0, 
1] 中是稠密的 • 从引理8_ 11可得出，在[0， 1] 中相应二进制表达式以全为0、全为1或0, 
1交替结尾的任一点，是一个最终要出现的不动点 • （事实上，这已包括了所有可能的情况， 
见练习 8. 23.) 已知 x 有一个二进制表达式…，具有二进制表达式.〜《 2 —^000… 

的点在工的_的范围之内，因而在任意接近 x 之处存在一些点，它们是最终要出现的不 动点. 

容易看出，帐篷函数的周期点都是不稳 定的. 事实上以下的定理指出，对于定义 在一个 
无限豪斯多夫空间的任一混沌函数，所有的周期点都是不稳 定的. 于是，即使周期点稠密分 
布于整个定义域，在这一混沌系统中，我们也不指望能看到其中任一点具有长期项的形式- 
定理 8,14设 X 是一个无限豪斯多夫空间，/是一个连续函数.如果/: X — X 是连续 
且混沌的，那么 /的任一 周期点都是不稳定的 • 

证明 见练习 8. 25* ■ 

通常，关于一个函数是混沌的直接证明，远不如像对于帐篷函数所进行的证明那样容易 • 
然而，拓扑共轭可能有助于确认混沌 函数. 以下的定理表明，正如我们可以预期的，在拓扑 
共轭下混沌得以保持.因此，已知一个混沌函数，与它拓扑共轭的任意一个函数也是混沌的 • 
定理 8.15 如果/与 g ■是拓扑共扼的函数，而且/有混沌， 那么 g 有混沌 • 

证明见练习 8.26. ■ 

由 QU )=4 x(l — x ) 定义的函数0: [0，1] — [0，1]，与帐篷函数是拓扑共轭的.拓扑 


共轭是由/1(0：)=如^：^定义的同胚 A : [0, 1]-[0, 1] 给 出的. 直接可证明， h 。 T = Q 。 
h . (见练习8.27_) 

于是，定理 8. 13与 8. 15蕴涵 Q 有混沌.请注意，<3的图形与 T 的图形有类似的特征. 


(见图 8.15.) 二者都可以看做是把区间[0, 1] 拉伸为两倍长，然后 
再把拉伸后的区间折叠起来，使得（除了在工=1/2处以外）它二对一 
地映射到[0, 1] 上. 

函数 T 与 Q 所呈现的拉伸与折叠，是引起混沌的典型的非线性性 
态.拉伸导致把轨线强行分开，而同时，折叠使动力系统局限于一个紧 
致区域.这两种性态的整合，可能归于对于初始条件的敏感依赖及混沌 
所呈现的不可预测性.对于初始条件的敏感依赖性，是一种度量性质， 
定义 如下： 
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定义 8. 16设（ X ，是一个度量空间.函数 /: X—X 有对于初始条件的敏感依赖性， 
如果存在一个5>0,使得对于任一 xGX 及 e >0, 存在3^私 U ， e ) 和 r ^ Z +， 使得 d (尸（ X )， 

f ( y )) >§• 

于是，函数/存在对于初始条件的敏感依赖性，如果存在一个 距离仏 使得任意与每个点 
o ： 接近的那些点，在/的某次迭代下的象，离在/的同次迭代下的象 要远& 我们称5为/的 

敏感性常数. 

在 8. 5节中，我们将证明混沌蕴涵对于初始条件的敏感依 赖性. 在本节的引言中我们曾 
指出过，混沌性的性态是确定性的，但却是不可预测的，而且它具有隐藏的规律性，而在同 
时，它把整个定义域混杂在一起隐藏的规律性和混杂性，分别借助周期点的稠密集和拓扑传 
递性而被引入混沌的定义之中.具有确定性是所有动力系统的一种 特征； 其思路是，如果知 
道初始的点，那么未来就由定义此动力系统的函数完全确定. 一 个混沌系统的不可预测性， 
是由对于初始条件的敏感依赖性而导致的.如果在获悉初始状态时出现任何不确定性和差错， 
那么——正如洛伦茨关于大气的论述——进行精确的长期预报是不可能的. 

8.3 节练习 

8. 23 证明： : z €[0, 1] 是帐篷函数的一个最终要出现的不动点，当且仅当 I 的二进制表达式以全为0、全 
为1或0, 1交替的一个序列结尾. 

8. 24 (1) 证明： 如果 X 有一个平凡拓扑，那么当且仅当/有一个周期点，/: X — X 是混沌的. 

(2) 证明： 如果 X 有一个离散拓扑，且/: X — X 是混沌的，那么 X 是有限集，且/是 X 元素的一个 
循环排列. 

8. 25证明定理 8.14: 设 X 是一个无限豪斯多夫空间，/是一个连续函数.如果/: X — X 是连续且混沌的, 
那么/的任一周期点都是不稳定的. 

8.26 证明定理 8.15: 如果/与^■是拓扑共轭的函数，而且/有混沌，那么 g 有混沌. 


8.27 验证： 由九 U ) = sir ^ 定义 的同胚 A : [0， 1]— [0，1]，是帐篷函数与由 0( x ) = 4 r(l — z ) 定义 

的函数 Q : [0， 1]— [0, 1] 之间的拓扑共轭. 

8. 28验证：由定义的函数0: [0，1]—[0，1]，与由 = 1 —2 x 2 定义的函数 
R ： [一 1， 1]— [―1， 1] 是拓扑共轭的.（于是得出沢是混沌的结论 .） 

8. 29证 明：由 


3x 


0 < , 


g(x) = J 2 — 


1 ^ ^ 2 


3x — 2 — ^ x 1 

% 

定义的函数 g : [0, 1]4[0, 1] 是混沌的，用三进制表达式来证明以下各 命题: 
Cl ) 周期点是稠密的. 


(2) g 是拓扑传递的. 


8.30 证明：如果/: 有一个点： r ， 它的轨线在 X 中是稠密的，那么/是拓扑传 递的. （如果 X 是 R 或 
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S 1 的一个紧致子集，那、么这个定理的逆命题亦成立，但它的证明需要用到本书未介绍过的工具 .） 

8.31 在 ^ CZR 2 上，设0表示从2轴正向按逆时针方向测量时角度取值为0的点.由/((9) = 20来定义函数 
/： S 1 一 S 1 . 对于 （1) 与（2)，请证明/是混沌的. 

(1) 证明： 对于 H ， j 泛 Z ' 角的表达式为^■的点是尸的不动点，从而证明/的周期点在 S 1 中是稠 


密的. 

(2) 证明： 形如 " jcS 1 的每个区间在尸下被映射到 S 1 上，再用此结论证明/是拓扑传 

_ ■ 

递的. 


补充 练习： 证明帐篷函数是混沌的另一种方法 • 

我们现在提供帐篷函数是混沌的第二种证明.这个方法使已为人所知的 p 的图形的本质显而易见.我 


们首先给出以下的引理，它断言： P 的图形在每个区间 
引理 8.17 对于任 一？? 6 Z + 及 j _ = l ， 2， …， 2”— 1 

' 2 n x - 2 j -\-2 

: PU) =< 

-2 n x + 2j 




，我们有 


上是 


“帐篷状” 


若 x G 



若 z 6 



的. 


特别地，在 




上函数: P 在端点等于0,在中点等于1，在区间的任一半中是线性的 • 


SE 8.32 证明引理8.17_ (提 示： 用数学归 纳法； 由： T 的定义，结论在 《=1 时成立 •） 

由此引理可直接证明以下的 定理： 

定理 8. 18 帐篷函数 T 是混沌的. 


证明我们首先来证明周期点在 [0, 1] 中是稠密的 • 只要证明[0, 1] 中的每个开集包含一个周期点 
就可 以了. 设 UC [0, 1] 是一个任意 开集. 


SE 8.33 证明： 存在《，使得区间^ 1 "|位于^/中. 

SE 8.34 按上题的〜证明： P 在 I ；中有一个不动点，因而在17中存在了的一个周期点. 

然后我们来确认拓扑传递性.设 U 与 V 是[0, 1] 中的任意开集. 

SE 8. 35用 SE 8.33 和引理8_17来 证明： 存在 n eZ + ， 使得 VCZ 7 XL 0， 因而得出 T 是拓扑传递的结论. ■ 


8-4 复杂动力系统的简单人口模型 

本节的标题来自一篇名为“具有非常复杂动力系统的简单数学模型”的论文.诙文发表 
于1976 年的《自 然》 杂志上，它的作者是物理学家、生物数学家 R . 梅 （1936 —). 

梅的这篇论文是混沌革命的一个里程碑.随着有趣的数学成果和它们潜在的应用结论的 
提出，这篇论文呼吁科学团体要深刻 理解： 即使简单的非线性方程，也可能具有范围广泛的 
性态，，从不动点到周期点直至 混沌； 而在一个已建模的系统中的不可预测的性态，以前认为 
是来自外部环境的“噪声”，却可能是系统内部混沌性态的结果.梅进一步强调，这些观念早 
先已在学生们的数学教育中引人过，“通过对简单的非线性方程可能产生的那些紊乱现象的观 
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察，来增强学生们的直觉本节我们考察曾由梅所讨论过的逻辑斯谛人口模型，并强调模型 
性态的某些特征. 

假定我们有一个人群，它的人数从一代到另一代由函数 F 给出，其中 F (多）表示从当代 
人数为 > 所产生的下一代的人数.我们假定下一代的人数，与以下两个因素成 正比： 一是当 
代的人数，二是环境所允许人口增长的场所数量_于是， Fip)=kpR{p), 其中是反映 
人口在其中可以增长的场所的一个函数.我们假定环境拥有一个最大人数 M ， 而尺 (多）简单 
地由最大人数与当时人数的差给出.于是， F ( p )^ kpm ~ p \ 

为了简化起见，我们用由 P 表示可能的人数与最大人数之比，即用^ =户/%来代替变量 
p 进行运算.因此，我们的模型具有形式 /( x )= m (1-： c )， 定义域为[0, 1]_我们称之为 
逻辑斯谛增长函数. 我们认为《是一个增长率，用不同的增长率来区分不同的函数，把它记 


为兑，而不是 /. 

我们仅对能使得 A 把[0, 1] 映射到自身[0， 1] 的增长率《感兴趣.这在《€[0, 4] 
时出现.我们用逻辑斯節族来表示参数值《6[0, 4] 相应的逻辑斯谛函数族.在图 8.16 中， 
我们画出了/。， A ， / 2 , / 3 和/ 4 的图形. / o 的动力系统比较 简单： 无论一代的人口有多少， 
在下一代立刻变为0对于接近0的《的值/。的动力系统没有多大的 差别. 特别是，这样的/。 
在0处有一个渐近稳定的不动点，而在[0, 1] 中的每条轨线趋近于极限 0. 在另一方面，在 
我们昀参数区域的另一个端点处 ， a = 4, 我们有函数 / 4 ( x )=4 x (1_ x )， 我们已经在上一节 
证明它存在混沌. 



于是我们留下了问题，当我们从把所有点映射到0的一个函数/。变为存在混沌的/ 4 时， 
尤的动力系统会出现什么变化呢？通向混沌的道路是一条令人迷憾的道路.它不能加以分析， 
即使加以描述也需要许多篇幅.我们所讨论的仅仅是按照这种方式所发现的某些要点.进一 
步的细节，可以在关于动力系统和混命的许多入门教材中找到.另外，我们将指出另一些参 
考书. 

首先考虑图 8.17. 我们称此图为轨 线图， 它所描述的是当《从0变为4时，这些函数 A 
预期的长期性态如何演变.在此轨线图上水平轴表示参数《，垂直轴表示在每个函数的定 


义域[0, 1] 中的变量 t 此轨线图通过令 a 等于以下各个9601个值： 0, 


1 2 
2400 ’ 2400 



9599 

2400 


，4,并完成下列步骤而 得到: 
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图 8. 17逻辑斯谛族的轨线图（得到 Chip Ross 的许可） 

(1) 计算在 A 下 0.5 的轨线上的前2075个点，即计算 

/«(0. 5),/ f (0. 5),-,/： 075 (0. 5). 

(2) 在此轨线图上，画出与所计算出的2075个轨线点的最后75个点所对应的以下 各点： 

(«，/ f 01 (0. 5))，…， (《，/ f 75 (0.5)). 

于是，对于任一《6[0, 4]，由此轨线图中在 a 处的垂直切片，发现 / a 长期性态的一个估计. 
例如，在《=1，正是所画出的值 0. 因此，对于/\，预期的长期性态趋近于在0处的一个不 
动点.对于 a = 2， 已画出了在 0.5 的单个的点.于是，对于/ 2 ,预期的长期性态趋近于在 
0.5 的一个不动点.而对于 a =3.4, 接近于 0.45 与 0.85 的值已画出.这反映出对于/ 3 . 4 ,预 
期的长期性态，趋近于在近似于 a 45与 0.85 之间摆动的一条周期轨线.让我们用分析的方 
法来验证这些观察结果，并进一步探索在此轨线图上所描绘出的性态. 

为了确定/«的不动点，我们来解 /„(* r )= x ， 求出解为0与注意到当《6[0, 1] 

a 

时， d 在定义域 [0, 1] 之外，但当 a G [ l ，4] 时， d 在定义域[0, 1] 之内. 用定理 8. 9 

a a 

来分析这些不动点的稳定性，我们发现当 a €[0, 1] 时，0是渐近稳定的，而当《6(1， 4] 时， 
0是不稳定的 • 当《6(1， 3 )时， t 是渐近稳定的，而当《6(3, 4] 时， U 是不稳定的. 

a a 

(见练习 8. 36.) 在图 8. 18中，我们在类似于轨线图中所用的: r — a 坐标系中，画出了这些不 
动点 • 我们用一条实心线来标出渐近稳定的不动点所在之处的值，而用一条虚线来标出不稳 
定的不动点所在之处的值. 

在不动点0丧失它的稳定性之处， a 的值恰好是不动点 d 与0处的不动点一起进入我们 

定义域的 a 的值. 此外，不动点 U 丧失它的稳定性，大约出现在那个位置，即周期为2的 

轨线进入轨线图中所出现的 情景. 以下我们探索周期为2的周期轨线的 起源. 我们在这里所 
发现的稳定性的改变，是称为分岔的性态改变的一些例子. 

为了找出人的2周期点，我们求解与 / a 的这个不动点一起，我们还求出解 
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1 +a 土 y a — 2 g — 3 

2 a . 

这些是2周期点，而对于每个 a ， 它们构成一条周期为2的轨线.这些2周期点是由 
ff G (3, 4] 所确定的，在我们的定义域中，它们恰好出现于我们认为它们该去之处，当 a 取此 

值时，不动点丧失它的稳定性.当 a = 3 时，不动点 U 引起所谓的 倍周期分岔， 它的稳 

a a 

定性终止，从而生成一条周期为 2 的轨线.如果我们用定理 8. 9 来确定这些 2 周期点的稳定 

性，就发现当 《 e (3， i + v ^) 时它们是渐近稳定的，而当 《 ea + W ，4] 时是不稳定的. 
(见练习 8.38. ) 在图 8. 19 中，我们把图 8. 18 加以扩展，使得包括这些 2 周期点.请注意图 

8.19 与参数取值遍及时的轨线图二者的类似性. 



图 8. 18逻辑斯谛族的不动点及其稳定性 图 8. 19逻辑斯谛族的不动点及2周期点 


正如我们已观察到的，这些2周期点在 1 +W 处丧失它们的稳定性.在那里究竟发生了什 
么情况呢？在图 8. 20中，我们仅考虑 3.4< a <3. 6的情况，把图 8. 17的轨线图骤然放大来考 
察这张轨线图，看来一条渐近稳定的周期为4的轨线，起源于周期为2的轨线丧失它的稳定 
性的那个点.于是，我们就有另一个倍周期.通过解方程/ ：( x ) = 1 ，难以用分析的方法来 

验证这一结论，由于这涉及解一个16次的多项式方程.但是，可以通过对于接近1+#的《 
的这个值，用图形考察/： ( x ) 的方法来验证倍周期.（见练习 8.40.) 

轨线图背后的故事还刚刚开始.当参数《增加时，周期为 4 的轨线，分岔为周期为 8 的轨 
线，再分岔为周期为 16 的轨线，等等.这些倍周期之间的参数区间，变得越来越短，与这些 
倍周期相应的参数值趋近于一个极限 L ^3.57. 

在此倍周期的极限 L 处，我们有无限多条周期轨线，而且我们进入参数定义域的一个区 
域，在那里可发现一系列有趣的性态.此外，我们虽然不能提供所有的细节，但有以下一些 
要点： 

a) 存在无限多个参数 a 的值，在那里 a 在 [0, 1 ] 的一个无限子集上是混沌的. 

(2) 对于任一 a e [ L ， 4]，/„有无限多个周期点. 

(3) 存在 [ L ，4] 的一个开的稠密子集 P ， 使得对于任一 a 6 P ， A 恰好有一条渐近稳定 
的周期轨线，对于所有其他的 ae [ L ， 4]，不存在 A 的渐近稳定的周期轨线. 

( 4 ) 对于任一奇数 n ， 存在参数的一个开区间，在那里存在一条渐近稳定的周期为 n 的 
轨线. 
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(5) 刚才提到的周期为《的轨线出自所谓的二重分岔（见练习8. “），并且最后在与前面 
所观察到的倍周期相类似的，倍周期的一个波状花边出现一开始，就丧失了它的稳定性 • 

在此轨线图中我们能看到“窗口”，那里存在具有周期为奇数的渐近稳定的轨线，且在那 
里有随后的倍周期出现.例如在图 8. 21中，相应于我们更详细地考察与 3. 8 <«<3. 9相应的 
轨线图 • 我们能看到，当大约 a =3.83 时，周期为3的轨线出现，然后当大约 a = 3_84 时，分 
岔为周期为6的 轨线. 周期为3的轨线的起源，随后在练习 8.4 中给出 • 



图 8. 20 34<«<36时 / a 的轨线图 

(得到 Chip Ross 的许可） 



图 8. 21说明周期为3的轨线起源的当 3. 8< a <3. 9 

时/«的轨线图（得到 Chip Ross 的许可） 


逻辑斯谛族和另一些与它类似的类，已经推广到揭示轨线图背后的动力系统历程的研究. 
(例如，见 [ DevR ] 和 [ Gil ].) —个引人入胜的结果是，我们曾描述过的性态范围对于此逻 
辑斯谛族来说并不是唯一的.但可以看出，对于定义在整个区间的另一些函数族，在这个区 
间，此函数族把整个单峰函数族提升为一个充满具有混沌的区间上的一个函数.当 a 从0变为 
1时，定义在[0, 1] 上的函数族& ( x )= aS in (7 tx )， 就是这样的一族. 

那么，我们这样对由逻辑斯谪方程建模的人群所能表达的是什么呢？梅氏论文的一个主 
题是，即使非常简单的函数也可能显示复杂的动力系统，因而在一些简单的自然系统中所观 
察到的复杂行为，可能传承自这些系统，而不是外部对它们影响的结果.不动点、周期点和 
混沌，全都是在这些自然系统所能预期的现象，而当这些系统中的参数改变时，我们能预期 
这些现象之间异乎寻常的转变，与在逻辑斯谛族中所观察到的转变相类似. 

正当混沌革命持续进行之时，许多数学家和科学家，开始在逻辑斯谛族中所观察到的性 
态方面对一些系统进行 考察. 在这种简单模型中的动力系统，有助于深人理解诸如流体中的 
湍流、天体的运动、疾病的传播和机械中的振动等现象. 

混沌不是复杂、不可预测性态的唯一来源，但确认混沌及它的相关构造，有助于数学家 
和科学家较好地理解非线性系统的动力系统.当然，拓扑学的概念在这方面起着重要的作用. 

8.4 节练习 

在以下练习中，尺指的是由//1)=似(1— a ：) 所定义的函数，其中 a 6[0, 4]. 

8 36确定文的不动点，并用定理 8. 9来推断它们的稳定性. 

8. 37对 a 的下述情况，即 a 稍小于1、 a 等于1和《稍大于1，在定义域[0， 1] 中画出/；的草图.讨 
论当参数《越过1时，你所观察到的不动点和它们稳定性的变化.在这里所观察到的分岔，称为超临 
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界分岔. 

8.38 确定 W 的周期为2的点，并用定理8_ 9 来推断它们的稳 定性. C 提示 ：求此 周期为2的点，涉及解一 
个4次多项式 方程； 所求的不动点，是此4次方程的两个解 .） 

8.39 用一个计算机绘图程序对 a 的下述情况，即 a 稍小于3、 a 等于3和^稍大于3,来考察 函数# 与直线 

的图形，以逼近€的不动点.在你所观察到的/ I 的不动点中，哪些是/«的不动点？哪些是人 
的周期为2的点？讨论当参数 a 越过3时所观察到的 变化. 在这里所观察到的分岔，称为 倍周期分岔. 
8.40 用一个计算机绘图程序，考察函数#与直线 : y = ： r 的图形，以逼近 a 的值，当《取这个值时此倍周期 
分岔，出现从一个渐近稳定的周期为2的轨线，到一个渐近稳定的周期为4的轨线的转变 • 

8.41 考虑由沿 W 所定义的函数族心： R — R ， 其中 A 6[0, 2]. 

(1) 确定不动点和它们的稳定性. 

(2) 讨论在整个参数域上所出现的分岔，井说明当分岔出现时沿的图形（相对于直线 ：y = x ) 如何改 
变.这种分岔称 为音叉分岔. 正是当 时力 所出现的音叉分岔在此逻辑斯谏族引起了第一倍 
周期分岔. 

8. 42考虑由心 U )= A + x — x 2 所定义的函数族心： R — R ， 其中 Ae [ — 1， 1]. 

(1) 确定不动点和它们的稳定性. 

(2) 讨论在整个参数域上所出现的分岔，并说明当分岔出现时心的图形（相对于直线 j = 如何改 
变.这种分岔称 为二重分岔. 请 解释此 名称的含义. 

8.43 用一个计算机绘图程序，考察函数 W 与直线 y = i 的图形，以逼近《的值，当 a 取这个值时，二重分 
岔出现，引起图 8.21 所示的周期为3的窗口. 

8.5 混沌蕴涵对初始条件的敏感依赖性 

本节证明对初始条件敏感依赖性的度量表示法，是混沌拓扑学定义的一个结论.特别地， 
我们有以下的 定理： 

定理 8.1 9 设 X 是一个度量空间，/: X—X 是连续且混沌的. 那么，/具有对初始条件 
的敏感依赖性. 

1992年， J . 班克斯 、： [• 布鲁克斯、 G . 凯恩斯、 G . 戴维斯和 P . 斯特西，在文 [ Ban ] 中 
证明了上述这一结论.关于混沌和对初始条件敏感依赖性的某些最早的系统叙述，包含在对 
函数是混沌的一些要求之中.（例如，见 [ DevR ].) 对初始条件敏感依赖性的理解，是对混沌 
的两个拓扑学要求的一个必然结果，这就使得有可能仅仅用拓扑学的术语来叙述混沌的定义. 

证明 设 X 是以 d 为度量的一个度量空间，/: X — X 是连续且混沌的.我们来证明，存 
在一个3>0,使得对于任一 xGX 和 e >0， 有： yGBr ， e ) 和 ； 2 € Z + ，使 得^尸 （ x )， 

首先选取两个周期点 g 和 〆 ，它所在的轨线是分离的.设5。是这两条轨线之间的最小距 
离（也就是说，&是任何两个点之间的最小距离，一个点在轨线 g 上，另一个点在轨线 〆 

上).由于这两条轨线是分离的， d o >0, 设我们断言，3满足定理的要求.于是，设 

任一 zex 和 e >0. 不失一般性，我们可以假定以下我们来证明，存在 £) 
和 neZ + 使得 d (尸（ X ), fCy ))> d . 
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由于/的周期点是稠密的，因此在 e) 中存在一个周期点 P . 假定户以 m 为周期_ 

要么 x 到轨线 g 上每个点的距离至少 为^， 要么I到轨线〆上每个点的距离至少为 f •不 

_ 

♦ 

然的话，由三角不等式，存在一对点-个在9上，另一个在〆上-它们的距离小于沒 0 , 

这就与5。的定义相矛盾 • 不失一般性，可假定1到轨线 g 上每个点的距离至少为 ¥ = 

设氏是半径为&环绕？的开球，而对于任一 7_ = 1，2，…， m ， 设尽是半径为环绕 
户 （ g ) 的开球.由任一/的连续性，集合 （/rHA) 是开集 • 此外，任一这样的集合包含 
g. 设 

m 

y=s 0 n( 0 ((/o _1 (包 ))• 

集合 v 是包含 ^ 的一个 开集. 请注意，在这里所使用的 w， 是 A 的周期，未必是^的周期. 
枸造V背后的想法是，找 g 的一个邻域，使得在此邻域中的任一仏从/的前 m 次迭代所得 
到的点 / hw ， …，与 g 的轨线相距不超过&作此要求的理由是使得简短明了_ 

由拓扑传递性，存在艮 U ， e ) 与是 ez +， 使得尸整数是与 々+ m 相隔 m ， 
所以存在 / iez +， 使得々 + 我们断言， cUf - ip )， 广^加 )）> 犹这蕴涵广 U ) 
与产 ip 、 或广 （ W ) 的距离必大于仏又由于 P 或 W 都在 B d U ， e ) 中，这表明 (5 满足定理 
的要求.稍后，我们再重提 此事. 

为了证明么广^多），广这一断言，首先注意到广 （ P )= P， 所以我们就证得 
dip , f hm iw ))>2 S . 还请注意，由于 /(w)ev， 因此/在切上的随后饥次迭代，确保（正 
如我们早先所指出过的）都位于与 g 的轨线相距不超过$的范围内.特别地， 

因而 a (广 （ w )， 于是，由三角不等式， 

JU， 广 —Hg)) ^ dU , p )+ d { p , f ^( vu ))+ dCf ^( vu ), f hm ~ k { q )) 

<3十以{，/^(瓜））+谷 
= 2 d + d ( p f (w)). 

由于 *r 与 g 的轨线的距离至少为砧，于是得出⑽ <d(x， f n - k { q )), 因此， Ad <2 d + d ( p , 
产（切)），藴涵 d(fi，/-(zv))>2S. 所以，我们证实了此 断言： d ( 产 （ p ) ， f n ivu ))>2 d . 

再设要么 d (尸（: r)， 尸（*^))>5, 要么 cKfU )， fip ))>8 9 否则，我们就有 

以尸 U)， 尸（说 ）） 及^尸（工），尸（户 ）） <没， 

由三角不等式，上式蕴涵^广以），尸（切)）<2§，于是产生矛盾.由于切与夕都在 e ) 
中，所以在艮 Cc ， £ )中存在 y 和 nGZ+， 使得以尸 （x)， 尸（》）>>§成立，于是定理 8. 19 
得到证明. ■ 


在 J. 班克斯及其同行的成果之后，其他人又对周期点的稠密集、拓扑传递性的存在性与 
对初始条件的敏感依赖性之间的关系，进一步作了探索.许多有意义的成果脱颖而出.例如， 
1994年 M_ 韦勒库普和 R . 伯格伦德在 [ Vel ] 中，对 R 中的一个区间 J 证明了，如果/: /— 
I是连续的，且有拓扑传递性，那么/有周期点的一个稠密集，因而是混沌的.因此，对于 R 
中的一个区间上的一个连续函数，拓扑传递性足以确保混沌的存在. 
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1997 年， P . 图伊在 [ Tmi ] 中证明了，对于连续函数/: X — X , 在定义 8. 10 中关于混 

沌的两个条件，可以合并为下列定理的一个必要 条件： 

定理 8.20 连续函数 /: X — X 是混沌的，当且仅当对于 X 中的任一对开集 U 与 V ，存 
在一个周期点 xGL 7 和 々 GZ +， 使得尸 U ) GV _ 

证明 见练习 8. 47. ■ 

在定理 8. 20中所指出的函数/是混沌的条件说，在/定义域中的任一对开集，被/的某 
条周期轨线“光顾”. P 图伊进一步证明了，如果在一个混沌函数/的定义域中，给定一个有 
限的开集族，那么存在/的一条 “ 光顾”任一开集的周期轨线. 

尽管定理 8. 20使得混沌的定义（在连续函数的情况）被简化为一个必要条件，但是具有 
两个必要条件的定义（定义 &10) 特别有启迪作用，因为它概括了混沌成对的 本性： 在周期 
点的稠密集所呈现的规则性，和由拓扑传递性形成的不规则性. 

8.5 节练习 

8. 44 证明： 无论拓扑传递性还是周期点稠密集的存在性，仅有二者之一都不足以蕴涵对初始条件的敏感依 
赖性. 

(1) 求一个函数/: X — X ,在它的定义域有周期点的一个稠密集，但不存在对初始条件的敏感依 
赖性. 

(2) 设/: S 1 — S 1 由/(扔=(?+1定义，也就是说圆周旋转1弧度.证明/有拓扑传递性，但没有对初 
始条件的敏感依赖性.（提 示： 已知在此圆周中有一个区间 u ， 证明存在使得 f ( m rt 
t /^0， 但尸 （17) 乒 17. 然后再对 Z +， 考虑广 07).) 

8 - 45本题我们要 论证： 在拓扑共轭下对初始条件的敏感依赖性不保持.设/: (1， m ) — (1， oo ) 由/心）= 
2* r 定义， 再设心 R + — R + 由 〆 ： t ：> = l + i 定义. 

(1) 证明： /存在对初始条件的敏感依赖性，但 g 没有. 

(2) 通过找一个明确的同胚 / i : (1， oo ) — R +， 证明/与 g 是拓扑共轭的 ■ 

8 - 46 练习 8 , 45 论证了，对初始条件的敏感依赖性，在拓扑共轭下一般不保持，但是正如本题所证明的，如 
果我们限于在一个紧致的定义域，那么上述依赖性保持. 

设 X 与 Y 是分别具有度量^^与^^的紧致度量空间.假定/: X — X 存在以3为敏感常数的对初始条 
件的敏感依赖性，并假定心在同胚 A : 下与/是拓扑共轭的. 

(1) 证明： C ={{ y , , ^)eYXY I dxUt — Hy ')， / i _1 (^2))>^} 是 YXY 上的一个紧致子集. 

(2) 证明： 对于所有 （力， y 2 ) eC , d Y { y Z9 y 2 »0, 因而办在 C 上取最小正值 f . 

(3) 证明： g •存在以 f 为敏感常数的，对初始条件的敏感依赖性. 

8- 47证明定理 8.2(^ 连续函数/: X — X 是混沌的，当且仅当对于 X 中的任一对开集 Lf 与 V ，存在一个周 
期点 xetz 和，使得 /( dev . 
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同伦与度理论 


对两个不同的拓扑空间加以比较，虽然我们已经讨论过，但我们还没有论及如何对两个 
不同的函数加以比较.对于函数来说，是否存在有用的等价性呢？在 9.1 节中，我们引入同 
伦的概念，即一个函数到另一个函数的连续变形.由彼此同胚的两个函数所分享的一些性质， 
在本章提出的一些结论中起重要的作用. 

在 9. 2节中，我们把同伦应用于一些被我们称为圆函数的函数.在当为出现一个周期变 
量的场合建模时，圆周是所使用的一个自然空间.所谓周期变量，所描述的是，在固定长度 
的整个连续时间区间上重复的同一状态.圆函数出现于这样一些场合，此时一个周期变量被 
映射到另一个周期变量.例如，当一个搏动的心脏受到一个剌激时，在这个搏动周期内此刺 
激出现的时刻，被映射到在这个搏动周期内此心脏由于这个刺激而复苏并再次搏动的时刻 • 

圆函数是把圆周映射到自身的连续函数 • 对于这种圆函数，我们引入度的概念.所谓度， 
是一种度量此圆函数绕此圆周自身卷多少次的一个量.它是我们对度所作定义的一个直接结 
论，此定义说，当且仅当两个圆函数有同样的度，它们是同胚的 • 在 9 . 2 节中，我们定 义度； 
而在 9. 6节中，我们证明在度定义背后所隐藏的某些技术性结论 • 

在 9. 2节中，我们还引入收缩，并用度来证明2维非收缩定理（我们将在第10章用这个 
结论，来证明2维布劳威尔不动点定理).在 9.3 节中，我们介绍度在一个心脏搏动模型中的 
应用.在那里，通过对一个搏动中的心脏所作的一些简单的假定，我们作出 结论： 在搏动周 
期内，心脏不能连续对所施加的强度和时间的改变刺激作出 反应. 我们讨论不可思议的结论， 
即当恰好在此搏动周期的适当瞬间对心脏的一个很小的刺激，可能使此心脏陷入纤维性颤动. 

在本章，我们还考虑度在数学上的某些应用.在 9. 4 节中，我们用度来证明代数学基本 
定理.在 9.5 节中，我们用度来证明 R 2 — { O } 与 S 1 不是单连通的，然后用这些结论来对平 
面与 R n ( n >3) 加以区分，并对圆周与 S n ( n >2) 加以区分. 

9- 1同伦 

在本节，我们引入同伦，这个概念能精确地把一个函数变形为另一个函数. 

定义 9.1 设/, X — Y 是连续函数.假定1=[0， 1] 有一个传承自 R 的子空间拓扑， 
而有积拓扑_我们称/与 g 是同伦的， 如果存在一个连续函数 F : XXI — Y ， 使得 
Fix , 0) = /( x ) 且 FU ， l ) = g ( x ). 这一函数 F 称为/与宮之间的一个 同伦. 表达式 /= g 
代表/与 g 是同伦的. 
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图 9.1 描述了一个同伦 K 由于 XX J 有积拓扑， 我们认为，同伦是把 X 映射到 Y 的一 
个区间 Z . 对于 J 中的 一个 常数值 £， 函数 F I xx{r} 是从 X 到 Y 的一个映射 • 当 （的值 在整个 
区间 J 上改变时，上述映射在 一族单参数连 续映射中连续改变，从/开始，到 S 终止 • 

例 9.1 用 F ( x ， d = o：+f 来定义 F : RXJ — R . 函数 F 是连续的，由于相加是连续的 • 
所以， F 是 / U )= F ( x ，0)= i 与 〆 o ：)= F ( x ， l )= x+l 之间的一个同伦.映射 / 是 R 上的 
把 R 中的任一点映成自身的恒等映射.映射 g 把整个实数轴沿正向移动一个单位 • 对于^的 
一个常值，函数 F | 把实数轴移动一段距离当？从0变为1， F 就把/映成^ 

例 9. 2 用 /( X ) = ( cos (7 TX ) — sin (7 T ： c )) 来定义 /: J — R 2 ， 并用 g ix ) — ( cos ,( nx ) , 

sin (7 rx )) 来定义 I ^ R 2 . 这两个映射都是道路的例子. 

这 两个映 射是同 伦的，但是如何看出它们 是同伦的呢？我们取它们之间的一个直线式的 
同伦. 我们称它为 直线式同伦，原因是， 由于对于任一 工61， 我们沿它们之间的直线段 ，把 
fU ) 变形为 g ( x ). (见图 9,2.) 在实现同伦的过程中， 当 r 在 0与 1 之间任意取值时，我们 
就使/( X )到貧 (： T ) 距离的百分比得到改变. 

用 FU ， t ) = dcos ( nx ) 9 (2 r — l ) S iii (7 rx )) 来定义 F : JXJ — R 2 . 函数 F 是连续的，由于它 


是由连续函数的复合和乘积所组成的.此外， Fix , 0)=/( x ), 且 F ( o ：， l )= g ( x ), 因而 F 
是所要求的同伦. 
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图 9. 2 R 2 中从道路/到道路#的一个同伦 


在上 例中， 如果我们考虑两条道路/与 g 有值域 R 2 — { O }， 那么它们之间的直线式同伦 
不再有效，由于函数 F 正如所定义的，未能把 JX J 映成 R 2 — { O }. 然而，尽管 F 不起一个同 
伦的作用，但这两个道路在 R 2 —{ O } 中是同伦的.（见练习 9. 4.) 

定理 9.2 在所有连续函数/: 的集合上， 关系二是一个等价关系， 

证明 我们必须证明此关系具有自反性、对称性和传递性.为了证明2是自反的，设/: X — 
Y 是一个连续 函数. 由 FU ， t ) = / U ) 定义一个同伦 F : XX J -^ Y . 那么 F ( x ， 0) = /(1)，且 
FU ， l )=/( x ), 所以 / 二 /. 

1是对称的，可由以下的事实得出：如果 FCx ， r ) 是/与 g 之间的一个同伦，那么由 GU , 
0- FU , l ~ t ) 所定义的 G : XX ^ Y 是容与/之间的一个同伦.所以，/二^蕴涵 

为了证明传递性，设/,尽与&是从 X 到 Y 的连续映射.假定借助同伦 F ， /与 g 是同伦 
的，而借助同伦 G , g 与 / i 是同伦的.那么如图 9.3 所示，由 


Fix ^20 0 ^ ^ ^ - 

H(xit) = ^ 

G ( or ，2 z —1) y 1 
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定义 XXI — Y . 当•时， FU ， 20和 G ( x ，2 z —1) 都等于 gU ). 因此它们在定义时所用 

的集合上是一 致的. 于是由粘接引理可得 H 是连续的_由于 HU ，0)=/( o ；) 且 HU ， 1)= 
h ( x ), 我们就证得/二 g 且蕴涵 / H * _ 



图 9. 3 由 F 与 G 构建 H 


由于集合上的一个等价关系把此集合分拆产生等价类，在等价关系 t 下，所有连续函数 
/： X — Y 的集合 C ( X ， Y ) 被分拆为一些等 价类. 因此，我们有以下的定义： 

定义 9.3 设 C ( X ， Y ) 表示所有连续函数/: 的 集合. C ( X , Y ) 中的同伦类定义 

为在关系上下的一些等 价类. 此同伦类包含一个函数/，记为 [/]_. 

例 9_3从 R 到 R 的任一连续映射/，与由 go ( x )=0 定义的平凡映射办： R — R 是同伦 
的.函数 只(尤， 0 = (1 —0/ U ) 是 / 与❿之间的一个同伦.于是得出 Cd 1?) 组成单个同 
伦类 Lg 。]. 

9. 1节练习 

9.1 证明 •. 从平面上的圆盘 D 映成自身的恒等映射，与从 D 映到原点的映射是同伦的. 

9.2 证明： 如果 / i ，/2 : 与 A ， g 2 : 2 ■是同伦的，那么尽2 。/2 与 。/1 是同伦的. 

9.3 设/与 g 是 R 中的道路.证明/与 g 是同伦的. 

9. 4 设/ 与发是 R 2 — {0} 中的道路.证明/与 g 是同伦的.（提 示： 证明任一道路与常道路是同伦的，后 
者把整个区间映成道路的起点.然后用 R 2 —{0} 是道路连通的事实，来证明两条常道路是同伦的 .） 

9.5 设/: Y 与是 Y 中使得 /(0) = ^0 )=加 与 /(1)=^1 )=义 的 道路. （因此/与 g 有同一起点 

和同一終点 •） 从 / 到 g •的道路同伦，定义为一个使得 Hx , 0)=fU)r Fix, l)=g(x), HO , t )= 3 ^且 
F ( l , 成立的一个连续函数 F : / XI — y . 

( D 证明：设定义为在 Y 中所有道路的集合上的一个等价关系的道路同伦，具有同一起点和同一终点. 
(2) 证明： 以0为起点、以77为终点的任一道 路户： R 与 R 中从0到《的直接道路，即由久 
所定义的道路羝： I - R , 是道路同伦的. 

9.6 证明： 如果 X 是一个拓扑空间，而 D 是平面上的圆盘，那么，从 X 到 D 只有一个连续函数的同伦类. 
9.7 考虑以下的 定义： 

定义 9.4 如果一个拓扑空间 X 上的恒等函数，与一个常值函数是同伦的,则称此拓扑空间 X 为 
可收缩的. 

(1) 证明： 可收缩性是一个拓扑不 变量. 即证明，如果 X 与 Y 是同胚的，当且仅当 Y 是可收缩的，那 
么 X 是可收缩的. 

(2) 证明： R ” 是可收缩的. 
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(3) 设 X 是一个可收缩的空间.译明 ； X 是道路连通的. 

9.8 设 y 有 n 个道路 分量. 证明在 C ( I ， Y ) 中存在《个道路的同伦类. 

9.2 圆函数、度与收缩 

在本节，我们主要聚焦于连续函数/: 々— s 1 •这祥的函数称为圆 函数. 尽管我们专注于 
圆周 S 1 ， 但以下所给出的结论，可转为与此圆周同胚的任一空间 X . 我们定义一个圆函数的 
度，然后用度来证明二维非收缩定理：实现把平面上的圆盘映成它的圆周边界 S 1 ， 并使得 S 1 
固定的连续函数是不存在的. 

为了表示此圆周上的点，我们用变量^其中0是在此平面从: T 轴正向开始度量而得到的通 
常的角.（见图 9. 4.) 我们假定，如果 ft 与达相差 2 tt 的整数倍，则它们表示此圆周上的同 
— '点、 * 

为了实现一些圆函数性态的可视化，我们可以展示它们的图形.我们把函数/: s 1 — S 1 
的图形看成集合 

{ ix , y ) G S 1 X S 1 |，= /(工)}， 

此图形是环面的一个子集，而当我们把环面考虑为正方形[0, 2 tt ] X [0, 27 t ] 的对边视为同 
一 的话，那么我们可以把圆函数的图形展示为[0, 2 tt ] X [0, 2 tt ] 的一个子集（由于认为对 


边是视为同一的）.例如，在图 9.5 中，我们展示了 /((9) = y , gid)^9+f, hid) = 26 与 
是（0) = —0的图形. 



图 9 . 4 我们用变量 (9 来 图 9. 5 圆函数/, g "， A 与々 的图形 

表示圆周上的点 


我们的目标是使度的概念精 确化： 度是对一个圆函数/: s 1 — S 1 把此圆周绕自身卷多少 
圈的一种度量 • 我们希望对于此圆周上的恒等函数，这一度量等于1，对函数来 
说，这一度量等于一 1，而更一般地，对函数 = M 来说，这一度量等于(见图 9.6.) 





图 9.6 函数 q 表示绕圆周卷 7 Z 次 
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一个圆周映射不像 = M 那么优美，当它绕圆周卷折时可能出现摆动.（见图 9. 7.) 
它可能环绕此圆周缠绕几圈，然后再返回几次_当它绕圆周卷折时还可能停顿片刻 • 即它可 
能具有一系列这样或那样的复杂的性态. 



图 9. 7摆动、返回和停顿是我们在观察圆映射时会出现的复杂性态 


在定义一个圆函数的度之后，所隐藏的目标是借助同伦以变形来消除所有复杂的性态 • 
无疑，有了以下的定理我们就可以实现这个目标. 

定理 9.5 对于任一圆函数/: S ^ S 1 , 存在唯一的 nGZ ， 使得/与同伦 • 

定义 9. 6在定理 9.5 中，与/: S 1 — S 1 有关的唯一的 n 定义为 f 的度， 并记为 
degif \ 

我们在 9. 6节再来证明定理 9. 5. 由上述定义，我们可以得到以下的定理，它指出度确定 
了圆函数的同伦类， 

定理 9.7 当且仅当办尽 （/)=心尽(尽）， 两个圆函数/, g: S 1 —S 1 是同伦的. 

证明 由于同伦是一种等价关系，因此，圆映射的不同的同伦类，是一些分离集.定理 9. 5 
蕴涵，它们由 {LcAen I nez} 给出.因此，当且仅当对某个 nez ， [/]=[ g ]=[ c „( W ] 时， 
f — g - 这恰好在对某个”€^，心尽(/) = 心尽(尽) = 7?时 出现. ■ 

定理 9. 7的下列推论，在下一节我们用它来讨论度对心脏搏动模型的应用. 

推论 9.8 设 F : ^ XCa , 幻 — S 1 是连 续的. 如果对于任一 r 6[ a ， 幻， 我们设 S 1 -^ 
S 1 是由 F r ( d )= F ( d ， r ) 定义的圆函数，那么 F r 的度与 r 无关. 

证明 见练习 9.10. 

推论 9. 8指出，如果我们有一个把环面映射 
为圆周的连续函数 F ， 那么正如图 9. 8 所示 ，如」 

果我们把 F 限定在与此环面同心的、半径为 r 的 
一个圆周，那么所得到的圆函数尺与 r 无关. 

以下的定理是涉及度为0的圆映射的一个延 
拓定理，在本章全章我们都使用它. 

定理 9.9 当且仅当/延拓为在圆盘 D 上的 图 9 . 8 限定尺的度不侬赖半径 r 

一个连续函数，圆函数/: S 1 — S 1 的度为 0. (即当且仅当/存在一个连续函数 F : D — S 1 ， 
使得对于所有的 xGS 1 都有 F ( x )= f ( x ).) 

证明 在整个证明中，我们都把此圆盘中的点用极坐标 （ r ，0) 来表示. 

首先，假定/延拓为连续函数 F : D — S 1 . 由 G (0， t )= Fdt ， d ) 定义函数 G : 

S 1 . 由于 F 是连续的， G 也是连续的 • 因此 G 是圆函数0| 51><{ 。 } 与(^| 51 >< ⑴之间 的一个同伦， 











188 


第 9 幸 


蕴涵 i 些函数有相同 的度. 函数 GUx ⑼由 

G| s i X {o}(/9) - G(<9,0) = F(0,ff) = F(0,0) 

给出.于是得出， G | s i x<a} 是一个常值函数，因而它的度为 0. 因此 G | s v x ⑴的度亦为0•直接 
可看出， G | s i x ⑴等于/,蕴涵/的度为0,正是我们所预期的. 

于是设/的度为 ()• 因此存在一个同伦 G :: S ' X J — S 1 , 使得 G (& 0) = co (5), 且 G (0， 
1)=/(奶，其中 c 。 是把任一点 06 映成点 oeS 1 的常值函数 • 由 F ( r ， ff )=^ G ( 0 f r ) 来定义 
F ： D — S 1 . 由于当 r =0 时， G ( 0 9 r ) 对于 0 取常值，于是得出， F 在 r =0 时被明确定义，因 
而是被定义在 D 上的一个函数.此外 G 是连续的，蕴涵 F 也是连续的.最后， F ( l , d )= 
G (^1) = /( W , 蕴涵 F 是/的一个延拓. ■ 

以下的结论，是可以通过一个個函数的度，来确定的另一个有用的事实. 

定理 9.10 如果圆函数/: 夕 — S 1 的度不为零，那么/是满射. 

证明 见练习 9.11. ■ 

现在我们来引入收缩的概念，它是把一个空间映射到一个子空间上，且使此子空间固定 
的连续函数. 


定义 9.11 设 X 是一个拓扑空间，而 A 是 X 的一个 子集. 从 A 到 X 上的一个收缩，是 
使得对于任一 aGA 都有 rU )= a 的连续函数 r : X -^ A . 如果存在一个收缩 r : X — A ， 那么 


A 称为 X 的一个 收缩核 • （见图 9. 9.) 


例 9.4 如果 A 是拓扑空间 X 的一个单点子集 { a }, 那么 A 是 X 的一个收缩核，由于把 
X 中的任一 x 映射到 a 的函数是一个收缩. 

例 9.5 圆周 S 1 是 R 2 —{ O } 的一个 收缩. 使用极坐标 O , 0)，由/(「，仍=(1, (9) 所 
定义的函数/: R 2 —{0}_— S 1 是一个收缩 • 

例 9 .6考虑图 9.1& 所示的平面上的环形区域 A _ 它是把中心在原点、从半径为1的圆 
周 G 延伸到半径为2的圆周 C 2 , 并把二者之间的部分包括在内的区域. G 与 C 2 各自都是 A 
的 收缩. 然而 CVUC 2 却不是 A 的收缩，由于一个连通空间的连续象，一定是连通的. 



图 9. 9子集 A 是 X 的一个收缩核 



图 9. 10 &与（： 2 各自都是圆环的收 

缩，然而却不是 


在上例中，0与(^ 2 各是圆环 A 的收缩，是下例的一个特殊情况，下例表明，空间 X 与 
Y 当然能看作为积空间 X XY 的收缩. 

例 9.7 已知拓扑空间X 与！％ 考虑积空间 XXy •假定^ 6 兄那么对于由 rU , = 
U 、 y ) 给出的收缩 XXY - A , XXY 的子集 A = {?} XY 是一个收 缩核. 因此积空间 
xxy 包含与作为收缩核的 Y 同胚的子空间（同样包含与作为收缩核的 X 同胚的子空间）. 
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例如在圆环内存在作为圆环收缩核的圆周子空间（见图 9. 11.) 

再考虑平面上的圆盘 D . 我们可以确信，从 D 到它的圆周边界的收缩不存在，正如我们 
可以预期不可能出现以下的情况，即把一个鼓上整张的皮变形为它的边缘，既保持边缘上的 
点固定又不撕裂这张皮.（见图 9. 12.) 



图 9. 11作为圆环收缩核的圆周 


图 9. 12 



把一个鼓上的皮变形为它的边缘将引起 
撕裂，说明从 D 到 S 1 的收缩不存在 


事实上，从 R n 中的 n 维球到它的 n — 1维球的边界 S "- 1 的收缩不 存在. 这个一般的结论 
称为非收缩 定理. 以下我们证明此非收缩定理的1维、2 维的版本.由于 使用了来自代数拓扑 
特有的工具，因此易于作出一般的 结论. 

定理 9. 12 (1 维 非收缩定理） 从逆[— 1， 1] 到它的球面边界 = { — 1， 1} 上的收缩 

不存在. 

证明从[一 1， 1] 到{ — 1， 1} 上的收缩不存在的结论是显而易见的，由于作为从一 
个连通空间到一个不连通空间的一个连续函数的，从 [—1, 1] 到（一1, 1} 上的一个收缩， 

是不可能存在的. ■ 

定理 9.13 (2 维非收缩定理） 从圆盘 D 到它的圓周边界 S 1 的收缩不存在 • 

证明 用反证法来 证明. 为此，假定对于所有的 (9 茫 S 1 , 存在一个连续函数 D — S 1 ， 
使得这一函数 F 是由所定义的恒 等函数 id : S 1 — S 1 的一个连续延拓•恒 
等函数 id 的度为1，因而定理 9. 9蕴涵， id 不能延拓到定义在 D 上的一个连续函数，这就与 
假设相矛盾.因此，从 D 到 S 1 上的收缩不存在. ■ 

例 9.8 定理 9. 13 蕴涵从 R 2 到 S 1 上的收缩不存在，由于当限定于 D 时，这样一个收缩 
就提供了从 D 到 S 1 上的 一个 收缩. 

在第10章，我们再重提非收缩定理，在那时将证明它与布劳威尔不动点定理等价. 

以下我们证明关于收缩的一般存在定理.尽管 从圆盘 D 到 S 1 上的 收缩不存在，如果 AC ： 
D 是一条弧，那么，无论 A 环绕此圆盘的卷绕有多 少圈， A 是此圆盘 的一个收缩.（见图 
9.13.) 这个结论的证明要用到蒂茨延拓定理， 它已在 7. 3 节的一组补充 练习中建立. 

定理 9.14 设 D 是圆盘，并设 A 匚 D 是一条弧. 那么 A 是 D 的一个收缩. 

证明 由于 A 是一条弧，所以存在映射到 A 上的一个嵌入 /: [—1， 1] 区间[― 1， 1] 

是紧致的，因而 A 也是紧致的，蕴涵 A 是豪斯多夫空间 D 的一个闭子集. 由蒂茨延拓定理，函 
数 f -、 A — [― 1， 1] 有一个连续延拓 D — [― 1， 1]. 函数 /。心 D—A 是从 D 到 A 上的 
一个收缩. ■ 
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9. 2节练习 


9.9 确定以下各个圆函数的度： 

(1) 把圆周上的每个点映成它的对心点的对心映射 A : S 1 — S 1 ， A (^) = (9+7 r . 

(2) 表示把圆周绕自身按一个方向卷一圈，然后再按另一个方向卷一圈的函数 


9. 10 


( 26 

/ J — S i ，/ ⑼ 跗 


6 6 [0，丌]， 

d G [tc ， 2tc]. 


证明定理 9 . 8 : 设 F : S l Xia ,. b ^ S l 是连续的•如果对于任一 [ a ， 6]，我们设 F r: S 1 — S 1 是由 


F r id )= F { d , r ) 定义的圆函数，那么 F r 的度与 r 无关 • 

9.11 证明定理 9 . 9 : 如果一个圆函数/: S ^ S 1 的度不为零，那么/是满射_ 

9.12 设 X 是一个连通的豪斯多夫空间，而 B 是； C 的一个两点子集.证明 B 不是 X 的一个收缩核. 
9. 13 设 X 是一个豪斯多夫空间，而 A 是 X 的一个收缩核.证明 A 是 X 的一个闭子集. 


9.14 说明图 9. 14中的无限螺线 S 为何是此平面的一个收缩核. 


图 9. 13 



D 中的每一条弧 A 是 D 的一个收缩 



图 9.14 螺线 S 是平面的一个收缩核 


9.3 在心脏搏动模型中的一个应用 


在本节，我们考察一个刺激搏动心脏的模型.我们用度理论，来作出关于心脏如何对强 
度改变的，在搏动周期的不同时刻所施加的刺激作出反应的某些有趣结论.这个模型选自 A . 
温弗里 （1942 — 2002) 的一篇题为“突然心脏 死亡： 拓扑学中的一个问题”的论文.他是一 
位理论生物学家，由于对生物系统中的数学模型的研究工作而被人熟知. 

我们用在一个圆周上的一个变量心来模拟在搏动周期中的时间.（见图 9. 15.) 并假定当 
没=0时心脏搏动.我们可以认为，绕此圆周按顺时针方向旋转，每次它通过心脏搏动的时刻 

9 = 0 . 请注意，这意味着为了方便，我们假定搏动周期为 2 tt . 

% 



图 9. 15在搏动周期中的时间用圆周上的变量0来模拟 


在搏动期间一个刺激被施加于心脏，而我们希望考察此心脏对此刺激的反应.此反应由 
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在此刺激被施加后心脏苒次搏动所花的时间来度量.这个变量称为 潜伏， 并记为 L . 

在搏动周期中刺激被施加的时刻，称为耦合区间，并记为我们考虑强度改变的刺激从 
弱到强 (s=g )， 并考察作为耦合区间和刺激强度的函数 L ( c ， s ). 于是我们有一个 
函数 I ，： s 1 x [ w , g ]— s 1 . 

心脏对一个弱刺激的反应，称为 弱重新 安排， 而对一个强刺激的反应，称为强 重新安排. 

我们对弱重新安排和强重新安排作以下合理的假定： 

(1) 由于弱重新安排，源于在搏动速度控制时任何微小变化的刺激也弱，因此这个潜伏 
是在此刺激之后，在搏动周期中持续的 时间. 

(2) 由于强重新安排，这个刺激强得足以使得此心脏丧失对过去、源于一个与耦合区间 
无关的潜伏的记忆. 

上述假定转换为如图 9. 16所示的有关潜伏 L 的 性质： 

(1) 对于任一 cGS 1 ， L ( c ? xv) = 2 k~c. 

(2) 对于任一 ces 1 ， 存在 res 1 ，使得 l ( c ， 




图 9 . 16 潜伏 L ( C ， s )‘ 定义在整个区域 S 1 x [ w ， 尽] 

如果我们限定 L 为强度是夕的一个特定的刺激，那么结果是一个圆函数 LU x{i * } . 如果 
是连续的，那么它有一个已被明确定义的度. 

函数的度为 一 1，由于它把绕 S 1 按顺时针方向旋转一次.此外， 
Lkxw 的度为0，由于它是一个常值函数.但是推论 9.8 蕴涵，如果 L 是连续的，那么 
L |? x {r } 的度与 ，无 关.因此 L : 发]— S 1 是不连续的.即按照我们的假定，潜伏 

不连续地依赖于刺激的计时和在整个强度区间内强度从弱到强的改变. 

因此，在心脏对刺激的计时和强度改变的反应出现了间断.如果心脏在搏动周期内的适 
当时刻接收到一个刺激，此刺激可能以一种不可预测的方式导致此心脏搏动方式的混乱. 

再让我们来考察々 X [心 gJ — S 1 ， 从我们的假定进一步引出可能附加的拓扑学结论. 
由于 L 是不连续的，存在一个点集 PCZSiXEm ， g ]， 其中 L 没有连续性.我们考虑这样的情 
况，即这个不连续集位于 SXCw ， g ] 中一个圆盘 K 的 内部. （见图 9. 17.) 例如，当存在 L 
的一个单独的间断点，且此点在 g ] 的内部时，就会出现这种情况.我们断言，在 
作为 K 的边界的圆周上， 此潜伏函数 L 取遍从0到的所有的潜伏值. 

为了证明此断言，我们对 L 和它的区域作一些 改变. 首先，注意到如果 A 是从 SX 
[ w ， g ] 中挖去 K 的内部所得到的集合，那么由假定 L | A 是连续的，为了看出我们构造的 





192 


第 9 章 


下一步，我们以图形的方式突然让 A 翻转，使得内圆5=议在外边，而外圆在里边 • 
(见图 9. 18.) 

然后，我们填满内直径的洞，得到一个新的区域进而我们通过令1/等于在1填人部 

* 

分上的常数 F ， 把 L 延拓为一个连续函数 I /.(见图 9.19.) 由手1/已经等于在 A 的内边界 
上的 f ，于是得出 i / 是一个连续函数.（请注意，如果不一定是常数，但它的度为 
0,那么由定理 9. 9,我们还可以把 L | A 延拓为 A ' 上的一个连续函数 •） 



图 9. 17位于 1 C 中 jL 的 

间断点的集合 P 



图 9. 18区域 A 的内部朝外翻出 



m 9.19 A 上的 L 延拓为 

A ' 上定义的 U 


在拓扑上，区域，是一个圆环 • 因此，我们可以用推论 9. 8得出结论 •. £/|“的度等于 

由于我们以前已讨论过，的度等于 一 L 定理 9. 10蕴涵，如果我们把 


I / Uk 考虑为由此圆周映成自身的一个函数，那么它是一个满射.因此正如我们所断言的，在 
作为 K 的边界的圆周上，函数 L 取遍从0到 2 tt 的潜伏的所有值， 


因此，我们看出，反应的一个十分复杂的分布可能在 L 的间断点集合附近出现.特别， 
如果 L 有单独的一个间断点户，且此点在义\{如，的内部，那么函数 L 在环绕 p 的任一 
圆周上取所有可能的潜 伏值. 这时可得出，由于在 f 处刺激强度和计时的很小的变化，就可 
能涵盖潜伏反应的整个变化范围.在心脏再次搏动之前，我们不能预测它在此搏动周期中占 
多长时间.任何事情都可能发生. 


以下介绍有关间断点与间断集概念的定义和定理: 


定义 给定一个函数/: 及一个点: c 6 X ， 如果对于任一包含 /( x ) 的开集 V ，存 

在包含 x 的一个开集[/，使得 /( LOCV ， 那么/在 o ： 是连 续的. 如果/在 o ：6 X 不连续，那 
么 x 是/的一个 间断点， 而/的所有间断点的集合，是 /的间断集. 

定理 一个函数/: 是连续的，当且仅当它的间断点集是空集， 

在这里为此模型提出的拓扑性质，对纤维性擅动的原因提供了可能的解释，往往会对心 
脏收缩模式引起致命的混乱. McGill 大学有一位资深的纤维性擅动的研究者 G 因斯迈，1914 
年，28岁的他在选择自己的实验对象时不幸濒临死亡.实验室的管理者无意发现了因斯迈， 
就用装在他箱子里的实验设备——心脏搏动监测仪来记录他衰弱的心脏搏动.因斯迈在当天 
傍晚 去世. 因斯迈在他最后的一篇论文中曾作出假设，纤维性擅动可能是从一个不合时宜的 
电脉冲开始的 • 刚才所提出的模型的一些拓扑性质，与因斯迈本人所经历的致命结局一起， 
当然支持他本人的这个假设. 
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9. 3 节鏢习 

9.15 本题为证明潜伏函数 L : S ' XCw , d — S 1 不是连续的结论提供了另一条途径_假定 L 是连续的’并 
由它构造在平面上圆盘上的一个连续函数/:乃― S 1 ， 使得在边界圆周上的约束条件 / U 1 : S 1 — S 1 的 
度为 一1. 再用定理9. 9 引出矛盾. 


9.4 代数学基本定理 


我们以前已经看到了拓扑学在分析学中的两个重要应用，一个是介值定理，另一个是极 

值定理 • 本节我们说明如何用度来证明代数学中的一个重要的、根本性的定理-数学基 

本定理. 

代数学基本定理断言，每个多项式方程 

a n z n 4- a„-i + + axz + a 0 — 0 (9. 1) 

在复平面 C 内有一个解.令人惊奇的是，这个基本的代数学的结论，我们居然能够用拓扑学 

的工具来加以证明. 

首先，请注意由于我们可以 用〜来 除方程（9.1)，就只需要考虑形如 

z n + a^x z " -1 + •** + a a 2 ： + a 0 = 0 

的方程了.上述方程在 C 内有一个解，当且仅当对于任一正实数 c ， 方程 

^ + 十…+^^+^ = 0 

在 C 内有一个解.（见练习 9.16.) 由于 C 选取得足够大，我们可以确保 


• 

+…十 

ai 

•I 1 1 

+ 

do 

ft 

< 1 _ 

C 


C 


c 



因此，为了建立代数学基本定理，我们只需要考虑形如 

z n + z^ 1 + …+ hs ： + 6 0 = 0 

的方程，其中丨 J+ …+丨心|<1，这些方程是下列定理的 对象： 

定理？ _15 如果1^41+…+|6。|<1,那么方程 

z n + z^ 1 + •*• + ^ 12 : + b 0 = 0 

在 C 内有一个解. 

4 

证明我们设法用归谬证法（推出矛盾）来证明这个 结论. 假定 

z ^ 1 H - ^^z + bo = 0 (9.2) 

在此复平面上没有解.设 D 是圆盘，而 S 1 是圆周，.在这里看成是此复平面的一个子集.由于 
方程 （9.2) 没有解，我们可以用 

F(z^) = z n + b„-i z" -1 H - +biZ-\-b 0 

来定义连续函数 F: D—C—{0}. 

函数 F 是函数/: S ^ C - iO } 的一个延拓，使得 /U) = FU). 

我们用 = 和 = 来定义新的连续函 数尽： S 1 —S 1 和 G: D-S 1 . 

函数 G 是函数 g 的延拓，因此，定理 9.9 蕴涵 g 的度为 0. 
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我们断言 g 与同伦.函数就是以前表示为^(0)=^的函数，在这里它被表 
示为复变量％的一个函数，而不是角度0的一个函数.有了此断言，我们就可以推出矛盾，这 
是由于 g 的度为0,而^的度却为 77^0. 

为了证明此断言，用 

rr ^ x — (, Z n tjbrr - iZ^ 1 + "■ t \ Z bp )) 

z ， I z n + tibrr-iz^ 1 H - \-biZ + b 0 ) I 

来定义 S^EO, 1D-S 1 . 为了确认 H 被明确定义，我们需要证明对于所有 U， t ) es l XlO f 1], 

I / + 1 + … +Mz + b Q y \ > 0 (9. 3) 

成立. 由于斤 [ 0 ， l ]， 丨匕― i I 十… +|< i ， 且对于任一之 es 1 及 u ,|= i ， 我 

们有 

? + tib^z^ 1 H - +b 1 z + b 0 ) I ^ I I — tlbr.-i z^ 1 + … + 6!^: + 6 0 I 

,^1 — t ( I bn - xz 7 ^ 1 I + • — |- I 2 :1 + I 6 0 I ) 

=1 — ti\ b„-i I H - 十 I 6 0 I ) 


>1 —f 
^0. 

由 HU ， r ) 的表达式和不等式》 .3 可得出， H 是一个已明确定义的把 SiXrO , 1] 映成 S 1 的 

连续 函数. 此外 ， H ( z ，1) = | /((:)) 丨 =S^ 且 H ( z ，0) = 最后的等式成立， 

这是由于对于任一 Z 6 S 1 ， |/|=1_因此 H 是尽与^之间的一个同伦，于是，此断言和定理 
的证明得以完成. ■ 

9. 4节练习 

9. 16 证明： 方程 

z n + a^i z 7 ^ 1 + ••• + ai 之 + a 0 =0 

在 C 内有一个解，当且仅当对于任一正实数 C ， 方程 


a + ^± z ^ 1 -i - h 

c 



在 c 内有一 个解. 

9. 17 请对定理 9. 15 证明中以下部分的每一步加以 验证： 

| 之"+ t { b ^ z 7 ^ 1 + …+ 6! z + 6 0 ) \ ^\ z n I — J I bn-i z n ^ 1 + … + 6 i z + 6 0 I 

^1 —r( I b^z^ 1 I + … + I 匕之 I 十 I 6 0 I ) 

— , t ( I b^-i I +- h \bo \) 

> l~t 


9.18 (1) 证明： 如果 r >0 使得 


>0. 


drr -\ 

C 



t _ # 


a \ 


c 


n — 1 


a Q 


< 1， 


那么， 


z n + a^-i z^ 1 + •• •十 a! 2 ： + a 0 = 0 
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的所有解满足 U |< c . (提示：请证明：如果 | z |> c ， 那么 

_ — < 1 , 

z z^ 1 Z n ^ 

并由此证明此方程的解 z 不存在 •） 

( 2 ) 证明： 方程 

z n + z^ 1 + ••• + 之 + 1 = 0 

的所有解，位于在复平面上中心在原点、半径为2的开圆盘 之中. 

9.5 再论拓扑空间的区分 

在本节，我们对 6.2 节中关于区分拓扑空间的结论加以推广 • 在 6 .2节中，我们已经用 
连通性的概念，证明了各种空间相互是不同胚的.在本节，我们以类似的方式使用单连通性 
的概念* 

定义 9.16 —个道路连通的拓扑空间 X ，称 为单连通的， 如果任一连续函数/: X ^ S 1 
与一个常值函数是同胚的. 

如果我们认为连续函数/: X — S 1 是 X 中的回路，当 X 中的任一回路都可以变形为 X 中 
的一个 点时， 一个 道路连通的拓扑空间是单连通的.（见图 9. 20.) 

例 9.9 不难看出，平面 R 2 是单连通的.任一连续函数/: S 1 — R 2 与一个把 S 1 映成原点 

龕 

的常值函数是同伦的.这一同伦是通过用 FU ， i ) = ( l -0/( x ) 定义的直线同伦 F : S'X 
Z -> R 2 来实现的.另一方面，如果我们从平面挖去原点，那么所得到的空间 R 2 — {0} 就不是 
单连通的了. 一个回路绕原点卷一次，不能变形为此平面中的一个点.（见图 9.21.) 我们在 
定理 9.19 中证明这一结论. 




9. 20 


空间 X 是单连通的，如果 X 中 
的任一回路可以变形为一个点 



21 


平面是单连通的，但 R 2 — ⑹}不是 


以下涉及单连通性的两个定理是显而易见的.我们把它们的证明留作练习. 

定理 9.17 单连通性是一种拓扑 性质. 即如果 X 与 Y 同胚，那么，当且仅当 Y 是单连通 
时， X 是单连通的. 

证明 见练习 9. 20. ■ 

定理 9.18 如果 X 是单连通的， A 是 X 的一个收缩，那么 A 是单连通的. 

证明 见练习 9. 21. ■ 

在 6. 2节中我们已经证明过直线与平面不是同胚的，那时我们是通过证明从直线挖去一 
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个点产生一个连通空间，而平面挖去一个点，则不是连通空间，从而得出上述结论的 • 我们 
在这里证明平面与 R 3 不同胚时，也是以同样的思路进行的_明确地说，我们证明从平面挖去 
一 个点，产生一个不是单连通的空间，而从 R 3 挖去一个点，则产生一个单连通的空间.这些 
结果在直观上是明显的.以下我们完成一些细节. 

定理 9. 19 空间 R 2 — {0} 不是单连通的. 

证明我们证明，存在与一个常值函数不同伦的连续函数/: S ^ R 2 -{0}. 为此，设/是 
把 S 1 嵌人到自身作为 R 2 — {0} 的一个子 空间. 我们断言从/到一个常值函数的同伦不存在. 
假设存在从/到一个常值函数的同伦 F : S l XI -^ R 2 -{ 0 }. 于是如果我们用 GU ， 0 = 


■ 


| Fu ! t ) 1来定义 G : X I - S 1 ,就可得出 G 是从在圆周上的恒等函数到圆周上常值函数 

的一个同伦.但是圆周上恒等函数的度为1，而常值函数的度为 0. 因此由定理9.7,这样的同 
伦 G 不存在.这就与我们假设 F 存在相矛盾.于是得出/与一个常值函数不同伦，因而 R 2 — 
{ O } 不是单连通的. 

再设《是圮中的一个点.假定/: s 1 —^ — 是连 
续的.显而易见，存在足够的场所，既把/变形为一个常 
值函数，而同时又能避免失去位于 a 的点.（见图 9.22.) 

在下一个定理的证明中，我们说明如何构造这样一个变形. 

定理 9.20 对于任一 a 6 R 3 ， 空间 R 3 — U } 是单连 
通的. 


▲ 



证明我们来证明如果/: S 1 — R 3 _{ a } 是连续的，那 
么它与一个常值函数同伦.我们通过论证从/到一个常值 
函数的同伦的两个步骤来进行 .. 然而我们仅对在此同伦下 
所发生的状况给出一个描述，而不是对它提供明确的定义. 

首先，由于 /( S 1 ) 是紧致的（因而是闭的），并由于 a 
贫 /( S 1 )， 因此存在一个£>0,使得中心在 a 、 半径为 e 的开球与 /( S 1 ) 是分禽的.再用 


图 9 . 22 在 R 3 —{«} 中存在把/: 

S ^ R 3 -{ a ] 变形为 
一个常值函数的场所 


/( S 1 ) 的紧致性，我们可以用有限多个半径为+的开球来覆盖 /( S 1 ). 每个这样的开球不包 
含 a . 

如果我们取每个这样的开球在/下的原象，结果是 S 1 的一个开覆盖.由推论 7.28, 我们 
可以用 

0 = 0。< 01 < …< I = 2 丌 

来分割 S 1 ， 使得对于任一 f = …， w — 1，区间 [ ft ， ft +1 ] 包含于 S 1 的开覆盖内的一个集 

合之中 • 因此，任一集合 /([ ft ， ft +1 ]) 包含于前面已提过的一个开球之中，确切地说，即在 
覆盖 /( S 1 ) 的半径为 e /2 的有限开球族中的那些 开球. 对于任 一 f =0， …，饥一1，取这样的 
一个开球，并把它记为及.对于任一 £ = 0，…， w ， 集合叉=/(氏），再设 S 是连接&与 
的线段.（请注意，线段 S , 可能是单独的一个点 ，） 每个 j 于开球之中. 

作为此同伦的第一步，我们把艮内的毎个/ ([久， D 变形为 So (见图 9.23.) 这个 
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变形，可以实现在整个区域使任一点 s : 保持固定.由于不包含 cr ， 这个变形发生在 R 3 _ 
U } 之中.于是 /( S 1 ) 在 R 3 — 中变形为一条闭曲线 P ， 它完全由线段组成 • 

对于任一纟=0，…， w — 1，设 A 是通过 a ， A 和 h + i 的平面（或是通过 a ， 和 h + i 的直 
线，如果它们共线的话 •）• 我们可以选取一个点 PGR 3 ，使得沒不位于任一集合杰之中.请 
注意，《不位于以 A A 和^为顶点的任一三角形 乃之中 • （对于三角形来说，此时可能出 
现 Si — Si - i - 1 的情况 .） 

再讨论此同伦的第 二步， 我们把乃内的每条线段 S t •变形为点心而作此变形使得它们全 
都粘合在一起，导致从闭曲线 P 到点 P 的一个连续 变形. （见图9, 24.) 同伦的这个第二步也 
发生在 R 3 —{«} 之中，由于不位于任一集合 l 之中 • 



图 9.23 /([况， U) 变 形为压 之中的 S, 图 9.24 任一 S, •变 形为戸 

当我们把此伺伦的两步组合在一起时，得到从/到一个连续函数的一个同伦，于是得出 
对于任一 《6 R 3 , 空间 R 3 — U } 是单连 通的. ■ 

最后，借助定理 9. 17、 9. 19和 9. 20,我们可以对平面与3维空间加以区分. 

定理 9. 21 平面 R 2 与3维空间 R 3 不是同胚的. 

证明设存在一个同胚/: R 2 — R 3 . 由于 R 2 —{ O } 不是单连通的，而 R 3 —{/( O )} 也不是 
单连通的，于是得出矛盾.于是没有这样的/存在，因此得到 R 2 与 R 3 不是同胚的结论. ■ 

我们用于证明 R 3 — U } 是单连通的方法，也可用来证明对于任一 n >3 和任一 

R ”一 是单连 通的. 此外，由 / Or ) 给出的函数/: R n -{ a } — S ” 是一个收缩 • 因此 

定理 9. 18蕴涵，对于任一 S ” 是单连通的.圆周 S 1 不是单连通的.（见练习 9.22.) 因 
此，对于任一 n >2, S 1 与 S ” 不是同胚的. 


9. 5节练习 

9.19 证明： 一个拓扑空间 X 是单连通的，当且仅当任一连续函数/: 夕 — X 延拓为一个连续函数 F : D - 
X ,其中 D 是平面上的圆盘. 

9. 20证明定理 9 .1 7 :如果 X 与 Y 同胚，那么，当且仅当 Y 是单连通时， X 是单连通的. 

9. 21 (1) 证明定理 9. 18:如果 X 是单连通的， A 是 X 的一个收缩，那么 A 是单连通的. 

(2) 举一个例子说明，如果 A 是 X 的一个收缩，且 A 是单连通的，那么 X 未必是单连通的. 

9. 22 证明： S 1 不是单连 通的. （提示 ：请利 用在证明定理 9 . 19时所使用过的类似的方法 .） 

9. 23 证明： 当且仅当 X 与 F 都是单连通的， XXY 是单连通的. 
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9.6 再论度 

在本节，我们证明定理 9. 5,它是建立度的定义，以及在圆函数之间同伦下的度的不变量 
的重要 结果. 在 9. 2节和 9. 3节中，我们考察 S 1 时我们用实值0表示圆周上的点，并了解 没 
与从: c 轴以正向顺时针方向起度量角度的点有关_在本节，为表示实轴上的点，我们仍然要 
求取 实值.为了避免这两种解释引起混淆，我们用它们的复指数形式来表示圆周上的点•因 
此， e i 5 表示在此圆周上位于与: c 轴正向夹角为0的复数 cos (0) + sin (0) i . (见图9, 25.) 

我们来证明，对于任一圆函数/: s 1 — s 1 ， 存在唯一的 《 ez ， 使得/与由。（6 ;0 )=?定 
义的 S 1 — S 1 同伦.此。是随定义在复平面上，且限定在圆周上的函数而得到 
的 函数. 这个函数刚好也对应于我们以前表示为 = M 的函数 c „ : S 1 — S 1 ， 

为了证明所要的结论，我们从任一圆函数/: s 1 — S 1 联想起本质上打开/的函数 
/*: [0, 2； r ]— R , 然后我们来证明广，以及由 < (们=720所定义的线性函数 C : [0， 2 tt ] 
— R 是一个直线同伦.于是，我们从此同伦就得到所要的圆函数之间的同伦 ■ 

任一圆函数/: S 1 — S 1 可以看作为满足 /(0)=/(2 tc ) 的一个连续函数/: [0， 2 tu ]— S 1 . 
反之，已知一个满足 /(0)=/(2 tt ) 的连续函数/: [0, 2 tc ]— S 1 ， 存在当然与它有关的一个圆 
函数/: S 1 — S 1 . 因此，在本节我们对满足 /(0)=/( 2 tt ) 的连续函数/: [0, 2 tc ]- S 1 进行运 
算.与连续函数/: S 1 — S 1 —样，我们把这些函数也称为圆函数. 

圆函数之间的同伦，这时在我们所提出的一些结论中起重要的作用 • 对于任一〖6[0, 
1]， 这 一同伦[0, 2 tt ] X [0, 1]— S 1 必定定义了 一个圆 函数.于是，我们有以下的 定义： 
定义 9.22 圆函数/， g : [0， 2 tt ]— S 1 称为 是圆同伦的， 如果存在一个/与 g 之间的一 
个同伦 H : [0， 2 tt ] X [0, 1] — S 1 ， 使得对 于任一 tG [0， 1]， 都有 H (0， 2 t ) = H t ). 

这一函数称为一个画 同伦. 

一个圆同伦 [0, 2 tt ] X [0, 1]— S 1 当然定义了一个以 S 1 为定义域的圆函数之间的一 
个同伦 S ' XCO , 1]— S 1 . 此外一个同伦 H : 1]— S 1 自然产生一个圆同伦. 

再考虑由/所定义的函数户： R — S 1 . 函数户把任一区间 [ r ， r +27 T ] —一 映成圆 
周的周围，因而把实轴无限次卷绕成圆周的周围.（见图 126.) 它是称为覆叠映射的一类连 
续函数的例子. 



图9_25用复指数形式来表示圆周上的点 图 9.26 函数 A 把 [ r ， r +27：] 卷绕成 S 1 的周围 

当我们限定 > 为一个开区间 U ， 《，其中时，所得到的函数户| ( «, 6) 是映到它 
在 S 1 中原象上的一个同胚.对于任一「6只，设1是同胚 的逆. 如图 9.27 所示，函 
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数 1 把圆周挖去点^所得到的 S 1 — { e ir } 同胚地映成区间 （ r ， r 十 2 tt ). 

在打开一个圆函数/: [0, 2 tc ]— S 1 背后的思路是，由它联想起一个函数/、[0, 

R ， 正如以 下的： 

定义 9. 23设/: X — S 1 是连续的.如果炉/*=/，那么，连续函数尸： X—R 称为/ 
的一个 提升. （见图 9.28.) 


r 糸 

q r 


r+2n 


P 


R 


(r,r+2n) 





s ] 


图 9. 28 / 的一个提升满足 ，尸 =/ 


例 9.10 按逆时针方向从 l = e £ 。绕圆周卷■^圈的一条道路，有一个提升，它是在 R 中一 


条从0通向到_的一条道路.按顺时针方向从一 1 = 4"绕圆周刚好卷一圈的一条道路，有一个 
提升，它是在 R 中一条从 7 t 通向到一兀的一条道路 • （见图9, 29.) 



3%a 


n 




图 9. 29在圆周上一些道路的提升 


以下的定理断言，对于函数/: X - S 1 , 只要/不是满射，就存在提升. 

定理 9.24 设/: X — S 1 是连续的，并假定/( X )是 S 1 的一个真子集.此外还设 ■xoGX 

且厂。6户 — Y / U 。））， 那么，存在/的一个提升/、 x — R ， 使得广 （工。）=" 0 . 


证明存在 ^ es 1 使得^磋 /( x ) .我 
们可以选取 rep - 1 G )， 使得 r o e ( r，r + 
2 tt ). 设&是以前描述过的同胚，并用 
尸 （ x )= g r (r Cr )) 来定义 r : x — R 于是 
得出： 尸是/的一个提升，且 r (： r D ) = ro . 
(见图 9. 30. ) ■ 

提升不是唯一被确 定的. 由于对于任 
一 0 GR 及 nGZ ， 都有 〆 0)=户(沒 +2 th 2)， 



r + 2 n 





图 9. 30非满射的函数/: X — S 1 的提升 
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于是就 得出： 如果尸是/: x — s 1 的一个提升，那么，对于任 一《 ez ， 由 

27 m 所定义的/:: X — R 也是/的一个提升.在 X 是连通的情况下，正如以下的定理所指出 

的，所有可能的提升都被列举出 来了： 

定理 9. 25设 /: X — S 1 是连续的，而 X 是连通的.如果尽， A : X — R 是/的一个提 
升，那么，存在 weZ ， 使得对于任一 ： c 6 X ， 都有尽 O ) — (工） =2 ttw . 

证明设是任 意的. 那么 〆〆 : c )) ==/( x ) =^(/1(：*：))，因而 存在〜 6 Z ， 使得 
g ( x )~ h (. x ) : =2 v : n x , 由 Kx )= gCx ) — / i ( x ) 定 义是： X — R . 々的原象是集合 {2 izn x |x € X }, 
而此集必定是连通的，由于々是连续的，且 X 是连 通的. 于是集合 {2^ | x 6 X } 是 R 的一 
个连通子空间，蕴涵对于任一$， y ex ， 成立〜 =； v 因此，存在 nez ， 使得对于任一 
x 乏 X ， 都有 g ( x ) ~ h ( x ) =2 itn , ■ 

下一个定理是前一定理的直接结果，它指出，如果 X 是连通的，而两个提升在 X 中的一 

点是相同的，那么它们在 X 中的任一点也都是相同的 • 

定理 9.26 设/: X — S 1 是连续的，而 X 是连通的， 而 g ， h 〜 X — R 是/的一个提升. 
如果存在 XoGA "， 使得 g ( x Q ) 二以心），那么，对于任一 Xj 就有 g ( x )= h ( x ). 

证明见练习 9. 25. ■ 

这样我们就已作好了打开圆映射的 准备. 思路是，证明对于任一圆映射/: [0, 2 k ]- 
S 1 ， 存在一个提升广：[0, 2 k ]— R . 我们建立对于所有连续函数/: [0, 27 CJ - S 1 成立的， 
与提升有关的更一般的结论，而不是仅仅对于圆函数成立的结论. 

定理 9.27 设 /: [0, S 1 是连续的.那么，存在一个作为/的提升的函数 _T : [0, 

证明回想起分别等于1与 一1 的复数与一.设1/ =穿一{1}与^=夂一 {—1}. 开集 U 
与 V —起覆盖 S 1 ， 因而， /— W )} 是[0, 2 tc ] 的一个开覆盖.推论 7.28 蕴涵， 
存在[0, 2 tt ] 的一个剖分0=^。<负0，<艮=2兀，使得对于任一 ）=1 ，…， &区间[仏― 
9 J 包含于广 VI /) 与 / AV ) 其中之一.对于任一区间 U - u 怂]，约束条件不是 
满射，因而定理 9.24 蕴涵存在 / byw 的一个提升.目标是逐步重建这些提升，使得它们恰 
当地合并在一起，以构建所想要的4升 ■ 
首先，假定& : [ ft ， A ]— R 是 /I [ VSl ] 的一个 提升. 设 A 是此提升的第一部分.注意 
到夕(幻 （ ft )) = /( ft )， 因而于是，由定理9.24,存在 / U v y 的满足 
g 2( d ,)^ gi ( d 2 } 一 个提升[久， 氏] — R . 由粘合引理，我们可以 把心与☆粘 合在一起， 
以得到一个连续函数/ 2 \ [冼，爲] — R . 函数/ 2 *是 /I [ v y 的一个提升.我们可以继续上述 
做法，而在第〃步所得到的函数广，就是所想要得到的函数尸。 

如果/: [0, 27J—S 1 是一个圆映射，那么，由定义 /(0) =/( 心).然而，对于 / 的提 
升厂 •• [0, 2 tt ]— R 来说，未必有广（0)=尸 （2 tt ). 事实上， r (2 n ) 与/*(0)之差与/的 
度有关.特别地，正如我们在定理 9. 31中将证明的 ， r (27 t )-/ # (0) = 27 c ^ g (/). 

接下来我们准备证明定理 9. 5有关存在性的论断.设[0, 2； r ]— S 1 是由&(们=，定 
义的圆函数. 
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定理 9 . 28 假定/: [ 0 ， 2 tt ]— S 1 是一个圆函数_则存在使得/是<：„的圆同伦- 
证明设[0， 2 tc ]— R 是/的一个提升.由于 /(0)==/(2 k )， 于是得出 〆 厂（0))= 

piT 因而存在 nGZ ， 使得 /* (2兀）一/*(0)=2兀77. 

考虑由 H ( i 9，0 = — (们定义的直线同伦 H : [0， 2 tc ] X[0, 1]—R . 函数 H 
是 /* 与由 C ⑻二 ㈤所定义的 c: •• [0， 2 tc ]—R 之间的一个同伦.由 GU ，0 = p ( HU , 0 ) 

定义[0, 2 3 r ] X [0, 1]— S 1 . 我们断言， G 是/与^„之间的一个圆 同伦. 

首先，我们需要证明，对于任一 6[0，1]， G (0, 0= GC 2 tt 5 0. 为此设 r €[0，1] 是 

固定的.注意到 H (0， t ) = a - 0 r (0) 且 H (2 tt ， 0 = (1_0/* (2兀）+ 加2冗=(1 —0(2抓十 
/* (0))+ i 27 t 72 = (1 — (0)+27 tn = H (0, «)+27 cn . 

于是 H (0 ，d 与 H (2 tt ， O 相差 27 m ， 因而得出， p ( H (0, O ) = pCHC 2 it , O ). 因此 

GCO , 0= G (2 tt ， 0，蕴涵 G 是一个圆 同伦. ， 

最后， G (0, 0) = p ( f * (0))-/(0) 且 G (0， V = pin 6)= e in r 因此 G 是 / 与 之间的一 

个圆同伦. ■ 

建立定理 9. 5的最后一步，是证明结论的唯一性.即我们需要证明，如果/是^与^之 

间的圆同伦，那么 n = 这只要证明如果 c „ 与〜圆同伦，那么就有 ” 就足够了.为了实 

现这一目标，我们需要另一个关于同伦性的提升 结论. 

定理 9 . 29 设 H : [ 0 ， 2 jt ] X [ 0 ， 1 ]— S 1 是连续的.那么，存在一个函数: [ 0 ， 2 tt]X 

[ 0 , 1 ]— R , 它是 H 的一个提升. 

证明在这里使用的方法与证明定理 9. 27时所使用的相同.同样设17=9 — {1} 与7 = 
S 1 — 1}. 那么 H - HV )} 是[0， 2 tt ] X [0, 1] 的一个开 覆盖. 按照有关勒贝 

格数引理的一个结论，我们可以用 

0 = ( 9 。< 的 < … < 氏== 2 tc 

0 = ito < ~ …~ = 1 

来剖分 [ 0 , 2 tt ] X [ 0 , 1]. 使得每个矩形包含于与 fTW ) 
二者之一.由定理 9 . 24 , 我们可以得到被限制于每个这样的矩形的 H 的一些 提升. 任务是适 
当选取这些提升，并把它们粘接在一起，以得到所想要的提升 

为了简化记号，用尺,„•来记矩形[‘1， dJXltj - y , tj . 首先定义 G ltl :私 R 为 
的一个提升 _ 我们还把 G ia 记为注意到 t 此 p - HHiQ ” ^ o )). 再设 
G 2a ： R 为满足 to ^- Gurid ^ to ) 的 H | r 2 i 的一个提升.在这时 / 我们就有图 

9.31 所示的， H 到任一矩形尺^与只^的提升.这些提升与点 （的， j 。） 相同，但是，我们希 
望它们与整个交集完全相同，为了使得能把它们粘接在一起，以得到定义在整个 
尺， 1 1^ 2 ， 1 上的提升. 

我们断言，在事实上，在整个上，它们确实相同.此交集是集合 S ={ ft}X 
[心， G ]. 约束条件都是 HU 的提升，而它们在点（仏， 4) 处相同.定理 
9. 26蕴涵 Gu | s = ^ 2,i I s » 因而在整个尺 1，1 ["1拓，1上相同.因此，我们把 Guls 与 G ^ js 粘接在 
一起，而得到 Hp ia U 恥. : 的一个提升 
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R 




图 9. 31同伦 H 把一个矩形提升一次 

我们继续上述的构建法，构造 fT 越过在[0, 2 tt ] X [0, 1] 剖分中矩形的最下面的一行， 
然后越过最下面的第二行等等.函数 H 二就是所想求出的 H 的提升. ■ 

下面我们有为已明确定义的度所建立的唯一性结论. 

定理 9. 30 如果(:。与“圆同伦，那么就有^二肌 

证明 设 G : [0, 2 tt ] X [0, 幻 — S 1 是一个满足 G (0， 0)= c „ 且 GO ， l )^ c m W 的一个 
圆同伦.由定理 9. 29,存在一个作为 G 的一个提升的函数 G 、 [0, 2 tt ] X [0, 1]— R . 

由于 G (0， 0)= cAd ), 于是得出(5 # |[。, 27 ^。 } 是&的一个 提升. 由<(0)=以定义的函数 
: [0, 2 tt ] — R 也是的一个提升 • 定理 9.25 蕴涵， 存在 deZ ， 使得对于任一 06[0, 


2 tt ] 都有 

id ， 0) =nd~\-2nd, 因此 


同样， 

G ¥ (2k»0) — G*(0,0) = 2nn + 2tcc^ — 2nd = 2nn. 

(9.4) 


G * (2 丌， 1) -C7(0 ， l) = 2nm. 

(9.5) 


最后， G 是一个圆 同伦. 它蕴涵， | {。}\[。，1]和（？*| f 2 jt ) X [0， l ] 作为把[0, 1] 映成 S 1 的函 
数是相同的.因此 | ⑻ X[0 ， I] 和 G * [ {2 tt } X [0,1] 是同一函数的提升.定理9, 25蕴涵，存在 6 GZ , 
使得对于任一斤[0，1]，都有 G *(2 tt ， 0= G ^ (0, t ) + 2 nb . 于是得出 G * (2兀， 1)— G * (0, 

1)= G *(2 tt ，0)- GV (0, 0). 据此再由 （9. 4) 和 （9,5) 式，它蕴涵 27 rm = 27 rn ， 因而 m =〜 

■ 

借助定理 9 .2 S 和 9 . 3 0,我们就证明了定理 9. 5,后者确认了度是圆函数的一种有明确定 
义的性质.通过与证明定理 9. 30类似的方法，我们可以建立以下的定理，它揭示了度与圆函 
数提升的端点 有关： 

定理 9. 31设/: [0, 2704 S 1 是一个圆函数，并 设广： [0， 2 tt ]4 R 是/的一个提升. 
那么尸 (2 tt )-/* (0)=2 tc ^(/). 

证明 见练习 9. 26. ■ 

9. 6 节练习 

9.24 证明： 在定理 9. 25中，如果我们放弃 X 是连通的假设，那么结论未必成立.即找一个具有非连通定 
义域的连续函数/: X - S 1 , 使得/存在与常数没有差别的提升 M X - R . 

9. 25证明定理 9. 26:设/: X — S 1 是连续的，而 X 是连通的，且 g , 幻 X-R 是/的一个 提升. 如果存在 
xoGX , 使得尽(為）=/1(為），那么，对于任一 有 
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9. 26证明定理 9.31: 设 /: [0， 2 t ：] — S 1 是一个圆 函数， 并设 广：[0， 2 tc ] — R 是/的一个提升.那么 
广 （20 —/•(0) = 2 We 1 g (/). (提示：设 G 是/与 心 之间的一个圆同伦， 其中 n = deg(f)，G(8, 0)= 
/⑼且 G (<9, V=cAd). 设 G * 是 G 的一个提升.像证明定理9.30—样进行论证并证明(^(27^0)- 
G *(0, 0) = 27 tn . 然后用定理 9. 25就可得到所要的结论 _) 

9.27 证明：如果： /: S 1 — S 1 是一个同胚，那么心发(/) = ±1. 


补充 练习： 博苏克-乌拉姆定理与火腿三明治定理 

在 6.3 节中，我们介绍了博苏克-乌拉姆定理，在那里证明了，设/: S 2 — R 是连续的，那么存在 
S 2 , 使得 /( x ) = / ( — I )(把: ces 2 看成 R 3 中以原点为起点的单位向量）.那时我们就已指出，我们能够做 
得更好，特别是同样的结论对于区域 R 2 而不是对于 R 成立.正如在 6.3 节中所提到的，这个结论蕴涵，在 
地球表面上必定有一个点，与它的对心点恰好有相同的温度和气压.现在我们用一些篇幅来证明这个更强的 


结论.我们通过以下的练习来进行. 

—个圆函数/: S — S 1 称为是保持对心点的函数，如果/把对心点映成对心点，即如果我们把/看作为 
复值函数，那么，对于夕中的任一复数心我们有 /( — (见图 9 .3 2 . ) 我们还可以把这个关系表 
示为 = 当此圆函数表示为一个使得 

/(0) = /(2tc) 的映射/: [0, 27 J — S 1 时，那么保持对心 
点的/，对于任一 ee [ 0 , tt ], 必定满足 fu 十 = 


-f(.e) = e iK fid). 

这个要求导致 /(2 tt ) = —/ U ) = 


(-/( 0 )) = /( 0 ). 




图 9. 32保持对心点的函数把对心点映成对心点 


当然 /(2 tt )=/(0) 是圆函数的定义所要求的，因而上述对 
于一个圆函数，以及为了使得对心点得以保持 1 这两项要求彼此是相容的. 

假设/: [0, 27 T 1- S 1 是一个保持对心点的圆函数，并设 r : [0, 2 tt ] 是/的一个提升. 

SE 9.28 证明： 对于任一 [0, Tc ]， 存在 《 eZ ， 使得对于任一夕6[0, Tt ] 有广 （> hr )=/* ( i ?) + (2 n + l )7 t . 

SE 9.29 证明： 厂 （2 tt )_/" (0) 关0,并得出结论：保持对心点的圆函数有非零的度. 

我们再把保持对心点的概念推广到函数/: 为了尽可能方便地得以实现，我们用以 R n+1 中的原 

点为起点的单位向量，来表示 S n 中的点.此时为使函数/: 保持对心点，应满足的要求是对于 任一工 


€ S n ,有 /( —工)=— /( x )_ 

定理 9_32 保持对心点的连续函数/: Sz — S 1 不存在. 

SE 9.30 证明定理 9.32. (提示 ：假定 存在一个保持对心点的函数/: S 2 — S 1 ， 并设/。是由把/限制在赤道 

上而得到的圆函数.请说明，可以把补充练习 9. 29的结论应用于 / Q . 然后再把/限制在 S 2 的包括 
赤道的上半部，并论证还可以把定理 9. 9应用于/。.通过对/。这两方面的考虑，你就可以得出一个 
矛盾的结果了 .） 


定理 9.33( 博 苏克-乌拉姆定理） 设/: S 2 — R 2 是连续的.那么存在 : r 6 S 2 , 使得/(:^二八一 x ). 


SE 9. 31证明定理 9. 33. (提示：假定没有这样的 x 存在，并考虑由 AU ) 


/(X)— /(— X) 
|/ Cr )-/(- x ) 


定义的函数 .） 


除了前面已经提到过的，在生态学方面的简单应用外，博苏克 -• 乌拉姆定理另一个有趣的结论，是火腿 
三明治定理.定理说，如果在 R 3 中有3个立体，那么在 R 3 中存在一个平面，能同时把每个立体都切成一 
半.（见图 9. 33.) 于是，如果用一片面包、一薄片火腿和另一片面包做三明治，那么无论你如何放置面包与 
火腿，都可以用一把平直的刀割开此三明治，并把每片面包及火腿都刚好分为一半.把数学应用于社会科学 
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中的公平分配问题时，三明治定理起 作用. 例如这些问题提出了，在多方为资源竞争时如何进行公平分配. 
(例如，见 [ Hil ].) 



M 9.33 存在一个平面把这三个立体每个都切成一半 


以下我们探讨证明火腿三明治定理的一种 方法. 设仍，仍与仍是在 R 2 中的3个 立体. 说起“立体”，就 
意味着，它是体积已被明确定义的一个有界集，而体积是一个来自测度论的概念，它的细节在此我们不予深 
究.我们定义一个函数山 S 2 - R 2 ,用来证明存在一个平面，把这些立体中的每一个都平分 . S 2 中的每个 
点，作为 R 3 中的，描述其中方向的一个单位 向量. 固定 reS 2 . 考虑所有以 z 为单位向量的平面. 

SE 9. 32讨论为何必定存在一个含单位向量 i 的平面 Pdz )， 把仍分为一半.（提示：对于每个含单位向量 

: r 的平面 P , 试考虑量 W ， 它表示的位于平面 P 的在此单位向量 x 的那一侧的比例 .） 

同样，必定存在含单位向量 I 的平面 P 2 Or ) 与朽 U )， 分别把 m 与&分为 一半. 我们来证明，必定存 
在一个， € S 2 , 使得1^(0^) = 1> 2 (；^)=朽0^)，因而这个公共的平面同时把每个立体都切成一半. 

当平面 AU ) 位于平面巧（1)的在单位向量 I 正向的那一侧时，记 AU ) 为平面 P 3 0 r ) 与平面 AU ) 
之间的距离;当 平面朽 U ) 位于平面 P 3 U ) 的，在单位向量负向的那一侧时，就记 A ( x ) 为平面 P 3 Cr ) 
与平面巧 Cx ) 之间的距离取负.同样， 记名 ( x ) 为平面 jP 3 ( x ) 与平面 P 2 U ) 之间的距离.我们假定由 
= 名 U )) 所定义的函数 A S 2 — R 2 是连续的， * 

SE 9.33 证明： 对于任一 x € S 2 , 

SE 9. 34用博苏克-乌拉姆 定理， 并与补充练习 9.33 相结合来证明，存在， 6 S 2 , 使得 ) = (0, 0). 

说明这样就能得出火腿三明治定理. 





不动点定理及其应用 


设/: X — X 是把一个拓扑空间 X 映射到自身的一个 函数. 如果对于 x 中的某个 * x ， 有 
/( x )= x , 那么工在/下映射到自身，并称为是/的一个不动点.不动点以及与它们有关的 
定理，在基础数学和应用数学的许多领域起重要的作用.就是在拓扑学本身之中，也有大量 
有关不动点的研究成果.其中最著名的一个就是布劳威尔不动点定理.定理说，任意一个把” 
维球 JB n 映射到自身的连续函数，必定存在一个不动点 • 我们在 6.3 节曾证明过1维布劳威尔 
不动点定理，把它作为介值定理的一个 推论. 在本章的 10. 1节，我们证明2维布劳威尔不动 
点定理，把它作为2维非保核收缩定理的一个推论_在 10. 2节，我们证明在纯交换经济学中 
均衡价格分布的存在性，作为布劳威尔不动点定理的一个 应用. 在 10. 3节，我们给出布劳威 
尔不动点定理的一个推广，即应用于集值函数的所谓的卡库塔尼不动点 定理. 最后，在10_4 
节，我们用卡库塔尼定理来证明在博弈论中纳什均衡的存 在性. 这是在博弈论中最重要的结 
论之一，正如它所论证的，对于一个博弈的所有局中人来说，存在能达到预期最佳收益的策 

略的一种选择. 

晒 

10. 1布劳威尔不动点定理 

设想有两张同样大小的纸，并把一张放到另一张的上面.在上面一张纸上的任意一点， 
与另一张纸上此点正下方的某个点相对应.再取上面一张纸，并把它不加撕扯地捏皱成一团， 
再把捏成的团放回下面一张纸的上面.在捏成的纸团上的某处，存在位于下面一张纸某点正 
上方的一个点，在捏皱之前这个点就位于此处.（见图 10. 1_)这是2维布劳威尔不动点定理 
的一个应用，我们在本节加以证明. 



定义 10. 1 设/: X — X . 如果 /( Jr ) = z ， 就称点为/的一个不 动点. 如果任一连 
续函数/: X — X 都有一个不劫点，就称这个拓扑空间 X 具有不 动点性质. 
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例 10.1 由1维布劳威尔不动点定理，空间[ — 1， 1] 具有不动点 性质. 

例 10.2 实轴 R 不具有不动点性质，这是由于存在不具有不动点的从 R 到 R 的连续函 
数.由 / Cr ) = x +1 定义的函数/: R — R 就是这样一个例子 • 

例 10.3 圆周 S 1 不具有不动点性质，这是由于通过把圆周上的任一点旋转一个角度 7 T 所 
给出的连续函数/: S 1 — S 1 没有任何不动点. 

不动点性质是一种拓扑性质，也就是说，如果空间 X 与 Y 是同胚的，那么，当且仅当 Y 
具有不动点性质，则 X 也具有不动点 性质. （见练习 10.3.) 因此所有具有标准拓扑的有界闭 
区间 [ a ，6] 具有不动点性质，这是由于[0， 1] 具有不动点性质.此外具有标准拓扑的所 
有开区间（一 oo , 《， （ a ， W 与 U ， &)，都不具有不动点性质，由于 R 不具有. 

在拓扑学中最有用的定理之一是布劳威尔不动点定理.定理说对于任一〃，《维球^^具 
有不动点性质.荷兰数学家布劳威尔 （1881 — 1966) 于1912年证明了此定理一般的 w 维版 
本.此后定理就以他的名字命名.以下我们证明，2维布劳威尔不动点定理等价于2维非保核 
收缩定理（通过对于任一 〃证 明确实转化为建立这一等价性的方法来实现).由于我们在 9. 2 
节已证明了 2维非保核收缩定理，于是就可推出2维布劳威尔不动点定理. 

在本节的一组补充练习中，我们给出了 2维布劳威尔不动点定理的第二种证明，它涉及 
圆函数的度，但并不依赖于非保核收缩定理. 

定理 1(K 2(2 维布劳威尔不动点定理） 把圆盘 jD 映射到自身的任一连续函数/: D—D 有 
一个不动点. 

正如我们前面已经指出过的，我们证明这个定理的方法，是证明它与2维非收缩定理等 
价.这由以下的定理得以实现： 

定理 10.3 当且仅当不存在从圆盘 D 到它的边界 S 1 上的收缩， D 作为 R 2 的一个子空 
间，具有不动点性质， 

证明首先，假定存在一个收缩 r: D ^ S 1 . 考虑由 g(x) = — 定义的映射 g: S 1 — 0，其 
中我们视 x 为此平面上的一个向量.函数 D- jD 是连续的，且没有不动点.因此如果存 
在一个收缩 r: D-S 1 , 那么 D 不具有不动点性质. 

另一方面，假定连续函数/: 没有不动点.我们来证明存在一个收缩 n Z ^ S 1 . 定义 

r : & S 1 如下. 首先，在 R 2 中选取从 / U ) 出发穿过:^的 射线. 这样的射线是被明确定义的, 
由于/没有不动点.设 rCr ) 是如图 10.2 所示的，此射线与 S 1 相交 的点. 显然 r 把 D 映成 S 1 ， 
且对于任一: ceS 1 ，r (: r ) =二这就得出，一旦 r 的连续性被证实， r 就是一个收缩. 




图 10. 2定义 r 为从圆盘到边界圆周的函数 图 10. 3 存在包含 x 的开集 F ， 使得 f ( V ) C：U 

为了证明 r 是连续的，设[/在 S 1 中是开集，且 x 是 r - iO /) 中的一个点.我们来证明存 
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在一个包含 x 的开集 V ，使得 r ( V ) C = U , 因而厂 UtJ ) 是开集 • 首先，我们选取中心分别在 
/( x ) 与 x 的小开球 a 与 o 2 , 使得以 q 为起点并穿过 o 2 的任一射线，与集合 u 中的 s 1 相 
交. （见图 10.3.) 由于/是连续的，因此我们可以找到一个包含 Z 且包含于0 2 中的开集 V ， 
使得 /( TOCZOi . 因此，对于任一 以 f ( v ) 为起点并穿过 t 的射线，与集合 U 中的 S 1 

相交.所以， r ( v ) eu . 于是得出， r 是连续的.因此我们证得，如果 D 不具有不动点性质， 
那么存在一个收缩 r : D — S 1 ， 于是定理的证明完成. ■ 

2维非保核收缩定理与定理 10. 3,直接蕴涵定理 10. 2，因而我们就实现了 2维布劳威尔 
不动点定理的证明. 

如果我们用 n 维球扠与 （ n —1) 维球面分别取代圆盘 D 与圆周 S 1 ， 对定理 10. 3 的证明 
就得以完成，而用这种方法就可以证明， n 维布劳威尔不动点定理等价于《维非保核收缩定理. 

例 10.4 假设我们拿一张新英格兰州的地图，并如图 10.4 
所示，把它放在新英格兰州内任何地方的地 面上. 我们假定新英 
格兰州拓扑等价于一个圆盘，并把它称为 N . 设/是为新英格兰 
州内的任意一个地点，指定在地图上与它对应的那个点的函数. 

我们就可以把/看作为把 N 映射成自身的连续函数.因此/必定 
有一个不动点，由此可得出，在地图上必定有一个点，刚好与它正 
下方地面上的那个点相对应.正如一本旅行指南所说，如果我们让 
这张地图保持在它所在的地方，那么，在这张地图上，我们可以用 
一 个箭头标注上“您正在此地!”来指出这个不动点的位置. 

10. 1节练习 

10.1 证明以下每个空间不具有不动点性质 
CD 区间（0, 1]. 

(2) 环面. 

(3) 通过取两个调周并把它们在各自的点处粘合在一起而得到的8字形空间. 

(4) 球面. 


图 10. 4把新英格兰州映射 

成此地图的函数必 
定有一个不动点 



10.2 证明： 如果一个拓扑空间 X 具有不动点性质，那么 X 是连通的. 

10*3 证明：如果一个拓扑空间 X 具有不动点性质，且 Y 与 X 是同胚的，那么 Y 也具有不动点性质. 

10.4 证明： 如果一个拓扑空间 X 具有不动点性质，且 A 是 X 的一个收缩，那么 A 也具有不动点性质. 

10.5 证明： 如果 x 不具有不动点性质，那么对于所有 r ， 积空间 xxy ■也不具有不动点性质. 

10.6 证明： 1维布劳威尔不动点定理源于2维布劳威尔不动点定理. 

10.7 考虑如图 10. 5所示的字母 A 〜 E 的拓 扑图. 试确定这些空间中哪个具有不动点性质.（提 示： 对于字 
母 E ， 可能要用到练习 10. 4.) 
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补充 练习： 得出2维布劳威尔不动点定理的另一种方法 

本练习我们要完成2维布劳威尔不动点定理的另一种证明.此时定理的证明，直接根据圆函数的度而不 
依赖于非保核收缩定理.为此我们假定在 S 1 与 D 等之中的点: c ， 都是在此平 巧上的 以原点为起点的向量 •我 
们从以下的引理开始证明. 

引理 10.4 设容： S ^ R 2 -{0} 是连续的，并假定由 = 定义的函数 h S 1 — S 1 的度不为 

1. 那么存在 X 6 S 1 ， 使得对于某个 a >0，= 成立 • 

引理指出，在 g 下某个 xGS 1 (仍然考虑为以原点为起点的一个向量）映成它自身的一个正标量积- 
证明由 GU ，？）= (1 — OgU ) — 以定义 G : S ! X [0, 1]^ R 2 . 函数 G 是从 g (考虑以 R 2 为值域）到函 

数 a (: t ) = _ o ： 的一个直线同伦，它把任一 映成它的对心点一: rGS 1 . 

SE 10.8 证明： 存在 Cr ，^ GS 1 X (0, 1), 使得 GU ， it ) =0. (提 示： 假定没有这样的点 U , i ) 存在， 

再考虑由 ff (: T ，0- 2卜巧 丨 定义的圆函数 HU ， 0: ^ XEO , 1]— S 1 的同伦 •） 

GkXf t ) I 

SE 10.9 证明： 如果存在 （_ r ，^6^ X (0, 1), 使得 G (: r ， 0 = 0,那么对于某个 fl >0, 有 〆 x )= w ， 因而 

引理得到证明. ■ 

圆函数未必有不动点.一个圆周只是旋转 tt ， 允许没有不动点.这个旋转函数的度为 1. 有趣的是，这是 
可能没有不动点的圆函数仅有的度.对于一些圆函数来说，它们的度不等于1，我们有以下的 定理： 

定理 P .5 设/: 夕 — s 1 是一个 ® 函数，它的度心貧（/)參 1. 那么存在/， m 使得 /( 工 b ^ /且 

t 

于是，如果一个圆函数的度不等于1，那么此函数有一个不动点，并把一个点映成它的对心点. 

SE 10.10 证明定理 10.5. (提 示： 把/: S 1 — S 1 看成是映人 R 2 —{ O } 的一个函数，然后再用引理 10.4 来证 

明这个不动点的存在性.再考虑由 A ( d =/ ( — x ) 定义的函数 h S ^ S 1 , 并把此定理的第一个论 
断用于心 ） 

然后，我们继续论述2维布劳威尔不动点定理.设 D 是在此平面上的圆盘. 

定理 10.6 设/: D—DA 连续的. 那么，存在 ■rGD 使得 / U ) = * r . 

证明 假定情况并非如此.设 I D - R 2 — { O } 是由 K _ r ) = /(: c )— 1 所定义的函数.函数6映到 R 2 — 
{ O }， 这是由于我们已假定/没有不动点. 

SE 10.11 指出为什么引理 10.4 适用于函数 A| sl : S 1 — R 2 — { O }. (提 示： 证明所涉及的圆函数的度为 0.) 

因此存在 ^ es 1 使得对于某个 a >0, 有 

SE 10.12 证明： 々 (: T )= a /蕴涵 因此得到一个矛盾之处，从而完成定理的证明. ■ 

10.2 在经济学中的一个应用 

I 

本节我们要说明，不动点理论是如何用于论证经济均衡存在性的.假设我们有一个经济 
机构，它由有限个客户所组成，它们有某些销售项目.我们假定，在这些项目中既没有消耗 
又没有新的产出.因此，希望有更多特定项目的各个客户，必须卖出他们现有的其他项目的 
某些股票，以买进他们所希望项目的股票.这称为纯交换经济学. 

项目的价格由供给和需求来确定，在1776年被哲学家和经济学家亚当•斯密 （1723 — 
1790) 称之为“无形之手”.如果对于一个产品来说，需求多于供给，产品的价格就会上涨. 
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如果供给过多而需求过少，产品的价格就会下降 ■ 我们希望知道，是否存在对价格的一种选 
择，使供给和需求取得均衡；以及是否存在使价格稳定的一个均衡点’在那种场合，所有的 
消费者都为他们的一堆货物而扬扬得意 • 

1932年冯•诺伊曼 （1903 — 195 7 ) 在（美国）普林斯顿主办了一个名为 “ 关于经济学的 
一个方程组及布劳威尔不动点定理的一个推广”的讨论班.在讨论班上，他概述了如何利用 
不动点理论来证明经济学模型中均衡点的存在性_这一概念的推广和应用，导致了 K 阿罗于 
1972年和 G . 德布鲁 （1921 — 2004) 于19抑年获得了诺贝尔经济学奖 • 应用于博弈论，正如 
我们将在 10. 4节中讨论的，也使数学家纳什在1994年获得诺贝尔经济学奖- 

首先让我们考察一个特别简单的 例子. 假定我们有一个仅有 3 个有效项目的经济机构 • 
这3个项目是开司米织物、黄油和火药.每种项目的总量称为供给，以磅计_ 3种供给分别记 
为 S c ， S B ， S c . 我们将每个项目的供给以向量表示，称为供给向量 S =( S C ， S B ， S G ). 

在这个经济机构中有 n 次个别的交易，我们用整数1，2, …， n 来表示它们.每次个别 
的交易从每个项目的某个数开始，分别称为他（或她）的一堆 货物. 个别的一次交易/有一堆 
货物沪 =( 蚝，的，恥），即在对应分量中给出每个项目数量的一个3维 向量. 在任何给定的时 
刻，在此经济机构中的每个客户的所有货物向量之和，给出供给向量 

_ 

1 

我们假定，在整个期间没有耗尽或毁灭的项目，所以 s 是不变的.每个客户只要根据价 
格的走向贮存他们的货物，并盼望添加些个别货物.如果某一客户有更多的黄油和较少的火 
药，那么她可以把她的开司米织物以时价卖给其他客户，并买进所需添加的黄油.然而如果 
每个客户都企图抛出火药，那么火药的价格就会下降了. ' 

我们分别用 P C ， 和1^来记开司米织物、黄油和火药每磅的时价 • 于是用单个价格的 
向量 p =( p c ， p c ) 来表示这个价格总体. 

事实上，问题在于，这仅仅是这些项目的相对价格.任何项目的特定价格是互不相关的， 
由于它是有待确定的价格的比，例如，当一磅开司米织物卖出时能买进多少黄油. 

因此我们让每个个别的价格除以这些价格的和，使此情况实现“标准化”.我们把所得到 
的价格 记为： 

P, — __ P, — __ Pb _ =Cn p f ― Pg _ 

Pc — Pc + Pb + Pg ， B ~ Pc + Pb+Pg 和 G_ P C + P B +iV 
这些标准化的价格的优点是，它们的和为 1. 为了使记号简化起见，我们略去价格向量上的 
撇，但我们要把价格已标准化的约定牢记心中.于是在我们的价格总体向量 P = CPc ， P B ， 
Pa) 中的这些向量，仍然满足条件 + + 此外我们假定，这些项目中没有一个 

是被消费者轻视的项目，以至他可能向你付款以后拿了就走.换句话说，价格绝不会是负 
的，所以 


p c >0, Pb>0KP g ^0. 
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一 旦一个项目的价格为0,那么对此项目就没有 需求. 每个消费者宁愿有另两个项目，而 


不管它们有多贵 • 

在 3 维空 间中， 我们可以画出此价格向量的 图形. 等式 
+ + = 1 确定一个 平面. 由于有约束 P c >0, 彡0且 

P G ^0, 就使得此平面的这个部分，位于 3 维空间的第一卦限， 

形成一个如图 10.6 所示的三角形 T . 在此三角形中的每个点 
对应于一个价格三角形，我们三种货物中的每一种，对应一个 
三角形.对于我们重要的是，应用布劳威尔不动点定理， T 拓 
扑等价于一个圆盘. 

已知一个特定的价格向量 P ， 在此经济机构中的每个客户，都有某些表示他（或她）的一 
堆货物价值的“财产”的量.对于第〗个消费者来说，这笔财产由 

vu l (^p) = p • b l 

给出.按照现时的价格向量，一个客户的财产可能改变，所以，我们把它表示为 p 的一个 
函数. 

对于一个特定的价格向量 p ， 第 〖个客 户当时的一堆货物未必是他的最优选择.她可能用 
某些货物更换另一些货物.我们用一个需求向量 /( P )， 它给出她愿意以这些价格所拥有的项 
目的组合，仍然保持她以 p 的价格对最优的一堆货物的偏爱.我们假定她用她全部的财产更 
换她的那堆货物& £ ，以获得她想要的那堆货物 /( p )， 用下式来表示： 

= p • = p • d*(p). (10. 1) 

例 10.5 假定威尔玛有 1 磅开司米织物、 1 磅黄油和 3 磅火药.所以她有一堆可提供的货 



m 10.6 我们3种货物可能价 

格向量的三角形 ： T 


物 W = ( l ， 1， 3), 按价格向量！；=( +，•••吾，吾)，她有净价值随后，假定以这 

个价格向量，她认为一种货物的销售按照需求向量， （ p ) = (2， 2， 1) 的要求为好.正如 
(10.1) 式所要求的，这个需求向量受到约束，使得按这些价格计算时，她的货物的总价值 


p • d w ( p ) 等于她的净价值 I . 


另一方面，假设德克斯特有一堆货物 P = ( l ， 2, 4)，给出他的货物的净价值为冬 • 按同 


一价格向量 P ， 他有需求向量 d D ( p ) = (6， 2, 


3 

2 


请注意，看来，德克斯特比威尔玛更喜欢 


开司米织物，由于他希望把他的财产按比威尔玛更高的比例转换为开司米织物. 


如果价格改变，那么需求向量也会改变.例如，如果价格向量是 p 

- b w - 


4 1 


5 


To 5 To ? lo 


那 


么威尔玛货物的净价值就会增加到 p • # = 2. 看到黄油这样一个低价位，她就希望囤积它， 
并选择需求向量 cT(y) = (l ， 11 ， 1 )， 此时，她货物的净价值虽然也不改变（仍然为2)，但 
是她却把自己的财产转换为大量低价位黄油的库存. 

任一消费者 i 有一个向量值的需求函 数土， 它把了中的价格向量，映射到与此消费者相 
应的需求向量.把所有消费者各自的需求向量归并在一起，就产生按已知的价格向量 p ， 整个 
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经济机构的需求向量 d ( p )， 于是 

D ( p ) = 

i 

我们假定，这个向量值函数！>在以下的意义下是连续的，即价格向量小的改变引起整个需求 
的小的改变. 

由于 p . l ( p ) 是由价格向量 p 所给出的客户；的净价值，内积等于由那些价 
格给出的，此机构货物的总 价值. 注意到 

p • Dip ) = YjP • d { ( p ) = YjP • & = p • S . 

i i 

这导致 

沃尔拉斯 定律： p ^ D ( p )= p - S . 

上述关系以 L . 沃尔拉斯 （1829 — 1910) 命名，他是促使把此领域建立在数学根基之上的第一 
位经济学家. 

如果 IKp ) 对应于开司米织物的坐标，大于供给向量 S 对应于开司米织物的坐标，那么在 
这一价位对开司米织物的需求就大于供给. 

然而如果以当时的价格，每人就可以获得对货物的最佳选择，并且不必更换他们每个项 
目当时的存货量，于是此经济结构是均衡的. 

设％表示向量 n 的第_；个分量. 

定义 10.7 如果对于任一 _;•， D . CpXS ,, 那么价格向量 p 称为 均衡价格向置 • 

对于这样一个价格向量，每个项目的供给超过了需求.每个人都能获得对货物的最佳选 
择.没有一个人还想再作交易.虽然对一个项目的需求可能严格小于此项目的总供给，这未 
必引起此项目的价格 下跌. 由于这些价格是相关的，而且每个人可能拥有足够的其他产品， 
供给过量的这一项目的价格未必下降. 

均衡价格向量是否存在呢？这种经济结构处于均衡状态吗？用布劳威尔不动点定理我们 
将发现，回答是肯定的. 

为此，我们定义一个把可能价格向量的集合映成自身的函数/: T - T , 此函数还告诉我 
们，对项目的需求如何引起价格的改变. 

为了看出价格改变，我们考虑以下的 向量： 

定义 10.8 过置需求向置由 E ( p )= IKp ) — S 来定义. 

我们从向量 E ( p ) 的坐标得知，对于此项目来说，按向量 P 的价格是否存在过量的需求 
和 供给. 如果向量 £( p ) 的坐标是正的，我们预期对应项目的价格就会上涨，由于需求超过 
供给.按此价格人们想要的这种产品，比可提供的要多.然而如果向量 £( p ) 的坐标是负的， 
这些条件可能导致此项目的价格下跌，由于按此价格供给超过了需求. 

用过量需求向量就可以把沃尔拉斯定律重新记为 

沃尔拉斯定律的第二种形式 • Eip ) = 0. (10.2) 

给定一个价格向量 P ， 向量 £( P ) 指向我们预期的价格从 P 出发移往的 方向. 据此，我们 
可以枸造一个函数/，它把 t 中的任一价格向量 p ， 朝着向量 p 预期的移动的方向映成 r 中 
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的另一价格向量 /( P ). 因此我们就创建一个把了映回自身的连续映射 • 2维布劳威尔不动点 
定理告诉我们，这个函数必定有一个不动点.换句话说，当价格为 P 时存在一个价格向量 P ， 
使得不存在更换货物的动机.在此价格，整个经济系统处于均衡状态. 

本节余下部分，专注于通过恰当地定义使这一理念在数学上精确化，并证明/ 
的不动点对应于均衡价格向量. 

首先我们由(/7)=夕+五(夕）来定义 /^ T — R 3 . 这个函数为我们提供一个理念，即由 
于过量的供给或需求，价格如何变动. 

然而 r 的这个定义，存在一个根本的问题，它未必把 T 中的价格向量映回 T 中的价格向 

# 

量.所得到的一些向量可能有负的分量，而且它们坐标之和未必为 1. 我们需要解决这些问 
题，使得我们可以应用布劳威尔不动点定理. 

为了让所有的分量非负，我们定义向量是对向量 I 通过把所有负分量改变为0而得到 
的向量 • 然后我们再定义新的经改进的函数为 r K (_ p ) = ( p + E ( p ))+. 函数/“把： r 映射为 R 3 
的第一卦限，但 / M ( p ) 未必位于： r 中，由于它的分量之和未必为 1. 然而通过对 /“（ P ) “标 
准化”，即所得到的向量除以它的分量之和，我们就得到： r 中的一个向量.重要的是，注意到 p 
+Eip) 至少有一个坐标是正的，因而在对 /u(p) 标准化时不会被 0 除. （见练习 10.15.) 


用 （ p + E ( p ))/ 表示 （ P + E ( p )>+ 的第 j 个分量，我们设# p) = ip + Eip )) f , 再来定 

义我们所想要的， 把了映 成自身的函数 如下： J 


定义 10.9 价格变动函数/: T — 了定义为 

f(n) - ( P + 五 （ p ))+ 

/(p) - 卿） • 

图 10. 7描述了向量 p ， Eip ), p + ECp ), (p + E ( p )) + 
与 /(!>) 在 2 维情况的一个例子，作为我们曾经考虑过的3 
维情况的 对照. 沃尔拉斯定律的第二种形式蕴涵 p 与 JB ( p ) 



必定是垂直的. 

Dip ) 为连续的事实，蕴涵价格变动函数/(/0也是连续的. 


图 10.7 向量 p ， E ( p ), p + E ( p )， 

( p + E ( p ))+ 与 /( p ) 


接下来我们就准备应用2维布劳威尔不动点定理了.由于/: : T — T 是一个连续函数，而 
了 是一个圆盘，那么必定存在一个价格向量 〆 ，使得 /(/ T )= p *. 这就是说存在某个价格向 
量是/的不动点.事实上，我们证明这样的一个向量，就是我们所寻求的均衡价格 向童. 

I 

定理 10.10 价格变动函数/的不动点是均衡价格向量. 

为了证明这个定理，我们需要以下的 引理： 


引理 10. 11如果 〆 是/的一个不动点，那么/ ?( p *) = l . 
证明 由于，是/的一个不动点，我们有 


J V /Kp*) P 

这就蕴涵，对于任一 j = l ， 2, 3， 


(10.3) 

(10.4) 
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设 a 是使得 W >0 的一个指标值（等于1，2或3)，这一《的存在，是由于 〆 的分量之 

和为 1. 由于 〆 ，）>0 (根据练习10.15.)，从10_4式可得 

(，+£(，）)： >0. 

所以 

(， + E ( p *))： = ( p ^ + E (，）） fl . 

再代回 10. 4式，我们有 

(〆 +£( P *)x =^ P np：. 

由此可得 

E a ( p 1 = W )-1) A ' 

两边乘以 A x 就得到 

p ； E a ( P n = ( p ( P n ~ i ) p ； p a \ . (10.5) 

虽然我们在假定 A ： >0的情况下推导出了 （10.5) 式，但当 A ： =0时此式也成立，由于 
那时它化为 0 = 0. 因此，由于非负， (10.5) 式对于任一户/成立.再关于所有的 j 对 
(10.5) 式求和，我们就得到 

3 3 

， • E (，） = ^ p ； Ej ( p *)= ^( p ( P n - l ) p ； p ； 

j—l i=i 

3 

=(/?(，）一 1)2 >/〆 = (辦， ）一1 )，- P \ 

> =1 

由沃尔拉斯定律的第二种形式， p * - E( P n = o . 因此 ， o = ( 〆 ，）一 i ) p " • p ' 由 
于， 6 T ， 于是得出，•，关 0. 所以必有（卢(， ）一 1) = 0，蕴 涵扒 〆 ）= 1，这正是所想 
得到的. ■ 

借助引理 10. 11，我们就可以证明定理 10. 10 了. 

定理 10.10 的证明设，是/的一个不动点.所以/( 〆 ）= #' 由于卢 (，）=1， 
(10.3) 式成为 

(，+£(，）)+= ’ 

它实际上是形如 

(p* +£(，）)| = P; ， (10.6) 

的3个等式. 

我们考虑的两种可 能性： 不是/>/=0,就是声/>0.我们要记住，所有的价格必定是 
非负的. 

如果/>/=0，那么（， +£( p * ))(=0. 所以6(/^)+=0， 可得乓 （/ T )<0. 这意味着 
在这种情况，对于项目7来说，没有过量的需求. 

再考虑/>/>0的情况.然后用 （10.6) 式可得 （，+ E (/ r ))/>0. 因此， 

( ， +E(p K ))f = (p^ +E (，: )） 厂 

把它代回 （10.6) 式就得到（#*+£(，））,-=/)/， 因而玛 （ p * )=0. 

总之，这些情况 蕴涵： 对于任一 j ， E } ip ^ )<0. 因此，对于任一）， D ,( p /)< S ,， 而 
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，是一个均衡价格向量. _ 

当我们有了一个均衡价格向量，其中对于任一 )•， D . Cp ^ XS ,, 我们就 称此市场是明 
朗的 • 每个人都可以求出他们的需求向量.布劳威尔不动点定理告诉我们，由于存在这一个 
价格，因此我们全都可以高枕无忧了- 

我们不必说这些结论都依赖于我们只有3个有效项目的 事实. 同样的结论，对于拥有成 
百上千以至几百万客户的经济机构也成立 • 当然，为一般的环境建立相应的结论就需要 n 维 
布劳威尔不动点定理了. 

10.2 节练习 

10. 13如果经济机构仅有两个客户组成，请描述价格向量的拓扑空间.在这种情况，是否可以实现本节所 
作的分析？ 

10.14 在一个有4种货物的经济机构中，所得到的标准化的价格向量的集合，将产生与我们在3维空间中所 
构建的相类似的在4维空间中的三角形 T . 它将是什么图形？它有多少个面？它们的方程是什么？它 
有多少边和顶点？它们的方程是什么？ 

10.15 证明：向量 p +_ E ( p ) 至少有一个分量是正的. 

10.16 假设我们整个经济机构仅由卡门与德克斯特两个客户组成，初始的一堆货物为矿= (】，1，2)， b D = 
C 3, 4, 2)，而初始价格向量为 = 设/是价格改变函数. 

(1) 假定当价格向量为音，时，卡门有需求 向量/ = ( 3 , 1，1)，德克斯特有需求向 
量# = (8, 1， 4). 对于这个 p ， 请确定 /( p ). 

(2) 假定当价格向量为/ = ( +) 时，卡门有需求 向量/ = ( +，+， ~) ' 德克斯特有需 

求向量 rf D = (2, 3, 7) 对于这个 〆 ，请确定/( 〆 ）， 

10.17 设 A 是一个正实常数.定义 

/A(p 

十泌 （ p ))；" 

J = l 

证明：这个一般的价格改变函数的一个不动点，也产生一个均衡价格向量. 

10.3 卡库塔尼不动点定理 

1941年在布劳威尔不动点定理得到有效应用之前， S . 卡库塔尼 （1911 一 2004 ) 就证明了 
此定理的推广.取代适用于把 n 维球映射到自身的函数. 

卡库塔尼不动点定理适用于所谓的集值函数.通常，函数伴随着在定义域 X 中的一个点 
x 和在值域 Y 中的一个点> 在此，我们将把函数视为在定义域 X 中取一个点: r ， 并把它映成 
值域 Y 中的一个非空子集 A . 我们用/: X — sY 来表示这样的集值函数.（在本节我们把其值 
为点的函数称为点值函数，以便与集值函数相区别 .） 

例 10.6 考虑曾经生存过的所有人的集合.设/把每个人归属于人们曾经看到过的所有 
人的集合.这就是集值函数的一个例子.对于每个点 （人） ， 函数 / 与一个点集（人们曾经看 
到过的人的集合）有关. 
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例 10.7 以下的函数都是集值 函数： 

(1) 设/把每个实数 X 归属于所有大于或等于： r 的实数集.我们记为 /( X ) = beR | 

y^x). 

(2) 设 g 把每个实数归属于由 x 和 一: c 所组成的 集合. 所以 〆 x )= { x ， - x ). 

(3) 设 /i 把每个负实数 x 归属于集合 [—1，4]， 而把每个非负实数 x 归属于集合[― 4，1]_ 


所以 

N 丨[一 1，4] 若: r <0， 

心 )= ([- 4， i ] 若: ^0. 

对于点值函数/: 它的图形由 XXY 中的集合 {( x ， y )\ y = fU )} 给出 • 对于集 

值函数我们需要类似的记号. 

定义 10. 12 集值函数 /: 的 图形， 是由 { U ， y ) lye /( x )} 给出的 XXY 

的子集. 

例 10.8 例 10.7 中的集值函数/， g 与 h 的图形在图 10.8 表示 出来. 

在布劳威尔不动点定理的假设中，函 
数的连续性是至关重要的.对于集值函数 
我们不直接定义连续性，而代之以考虑一 
种与它密切有关的性质.由综合练习 4. 10 
和 7. 13的结论就可得出，如果 Y 是紧致的 
且是 豪斯多 夫的，那么，当且仅当/的图 图 10.8 集值函数/, g 与 / i 的图形 

形是 XXY 中的闭子集时，点值函数/: 是连续的.因此我们专注于其图为闭集的集值 

函数.在例 10.8 中集值函数/与 g 具有成为闭集的图形，但 A 不具有. 

具有一个闭图形是优点，由于它蕴涵与收敛序列相称的性态，正如以下的引理所 指出： 

引理 10.13 设/: X — sY 是集值函数，它的图形化中的闭集.如果（总）是 
X 中的一个收敛于：的序列，而（％)是 Y 中对于任一？ z 满足％ 6/(心）的一个收敛于 
的序列，那么 > e /(： c 0 ). 

证明 在 XXY 中构造一个由（ X ， y )„ = ( x „, ^ n ) 定义的序列 （ U ， >)„). 由于 
/( A )， 整个这个序列位于/的图形之中，由于 （ A ) 收敛于心，（％)收敛于>，因此 
((工， y )„) 收敛于 (^0 9 yo )- 在这时， 要么存在 N ， 使得（: c 。， y 0 ) = ( x N ， y N ) 9 要么 （ x 0 ， 
y 0 ) 与任一（心，％)相异.在第一种情况下直接可以得出 （ x 。，>) 6 G ,. 在第二种情况， 
( x 0 , 3^0 ) 必定是集合 30}^^ 的一个极限点，因而必定也是的一个极限点.由于 
仏是闭的，于是在这种情况，同样有（: r 。， w ) eG r . 无论哪种情况，（ X 。， >) 都在/的 
图形之中，因而: yo 6/( x 。)， 这正是我们所要证明的. ■ 

这时对于一个集值函数来说，这是否意味着有一个不动点呢？ 

定义 10.14 已知一个集值函数 F : X — sX ， F 的一个不 动点， 是 X 中的一个满足 
Fix * ) 的点 x * • 



一个集值函数的不动点，是被映成包含此点的一个集合的那个点，与点值函数的不动点 
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不同的是，它仅仅是映成自身的那个点 • 

在卡库塔尼不动点定理中所考虑的函数，假设以 R ” 中的一个多面体为定义域，其中多面 
体是可表示为有限多个形如 a^xi +<2222 +… ^ ranXn ^ b 的线性不等式的 一 个解组的有界集 • 
(见定义 0.12.) 

n 维卡库塔尼不动点定理说，对于 R ” 中的一个多面体 X ，集值函数 F : X — sX 有一个不 
动点，如果对于 X 中任一 x ， Fix ) 是 X 中的一个凸子集，且 F 的图形是 X X X 中的闭集. 

在 n 维卡库塔尼不动点定理的证明中，要求 n 维布劳威尔不动点定理成立.以下我们仅 
给出1维或2维卡库塔尼不动点定理，但这个证明逐字逐句地推广呈现于《维布劳威尔不动 
点定理的证明之中. 

在1维的情况，对于可剖分空间 XC ： R 来说可能会受到 限制. 事实上，这些集合必定是有界 
闭区间[>， 6]. (见练习 10. 20.) 在练习 10.21 中我们要求证明1维卡库塔尼不动点定理. 

以下我们给岀2维卡库塔尼不动点 定理： 


定理 10.15 (2 维卡库塔尼不动点定理）设 X 是 R 2 中的一个可剖分空间，且 F : X — 
sX 是对于 X 中的任一 Jt 使得 FO ) 是 X 中的一个凸子集的集值 函数. 如果 F 的图形是 XXX 
中的闭集，那么存在使得 

证明妒中的一个可剖分空间要么是一个点、一条线段，要么是一个凸多边形.在一个 
点或一条线段的情况，就归结为练习 10.21 所指出的定理的1维版本.以下我们着手 于贫中 
一 个凸多边形的情况.为了简单起见，我们对 X 是及 2 中一个三角形： T 的情况，来证明定理. 
然后，我们再讨论如何把对一个三角形的证明方法，转化为适用于一般的凸多边形. 

设了 是在此平面上带向量 t ；。 2 , 的一个三 s 

角形（用这样复杂记号的理由是，这将使我们在推导 
时一目了然）.由于 T 是一个三角形，在了中的任一 


点，可以表示为 


与的一个线性 组合. 特别 


地，我们有其 
中任一戏>0且 aJ + a 〖+ a ?= i . (见图 10. 9.) 

注意到： r 与圆盘同胚，因而2维布劳威尔不动点 
定理适用于任何一个 从丁到 t 的连续函数. 





图 10.9 丁中的每个点是向量的线性组合 


为了找出 F 的一个不 动点， 我们作一个趋近于 F 的点值连续函数序列/。，力，/ 2 ，…. 
由2维布劳威尔不动点定理可得出， 任一夂 都有一个不动点6 T . 我们来证明，不动点的 
序列 （ A )， 有一个收敛于 F 的不动点的序列. 

对于这3个向量 W，z = l , 2, 3中的每一个向量，我们选取一个特定 的点％ €/(*»「). 
然后定义一个函数/。 ： T - T , 使得在顶点成立我们把上述关系线性延拓到此 
三角形，对于任 一 t ； J+W , 设/ 0 ( 工) 

注意到凡不是一个集值函数 * 它是把： T 映射到自身的一个点值 函数. 然而由于/。是定 
义为它在顶点处的值的线性组合，它是连 续的. 所以2维布劳威尔不动点定理适用，于是我 
们就有一个点使得 / d ( x d ) = x 。. 
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心未 必是集值函数 F 的一个不动点（但也可能是，例如，当它是 了的顶 点之一的时候 )• 
随后，为了确定在我们的趋近于 F 的函数序列中的下一个函数/:，我们首先如图 10. 10 

所示，把： T 分为4个小三角形. 

这4•个三角形的顶点由 r 的顶点和 T 的边上的中点组成，由 

香 士 和去 

给出 • 

我们定 义 / iU ) 的方式类似于定义 / oU ). 对于这 4 个三角图 10 . 10 较小 

形的任一顶点 W 我们在 F ( V ) 中选取一个点 3 N 并定义 /:&)= 一 

: V . 然后，同 /o —样，我们把尺线性延拓到每个三角形_请注意，如果 X 位于两个不同的三 
角形的交集，那么，对于每个三角形来说， f ,( x ) 的定义是相同的，由于它仅依赖于 A 在两 
个顶点上的定义，这两个顶点是包含 x 的边的端点 • 

函数力把 T 映射到自身且是连续的，由于它是在这些顶点处值的一个线性 延拓. 因此， 
由布劳威尔不动点定理，力存在一个不动点在这里， A 也未必是集值函数 F 的不 动点. 
但如果它是由 T 剖分出的4个三角形的顶点之一时，也可能是 F 的不动点.设7\是一个包含 
此新不动点 A 的剖分三角形，并设乃的顶点为 t；i，W 和 t；?. 

我们继续上述这一过程.特别地，假定我们有一个在具有顶点 tr :与”〗-:的三角 
形中，有不动点的连续函数 : T - T . 

为了定义 f n ， 我们按照用来 定义九 -:的方法，把每个三角形分为以前所描述过的4个子 
三角形.于是，对于每个三角形中的任一向量 w 我们 定义丸 （ tO 为 F ( t /) 中的一个点•最 
后，在此剖分中的每个三角形上线性延拓夂，以得到连续函 数广： T — T . 由于/„是连续的， 
它有一个不动点义67\设丁„(=丁是在包含心的剖分中的一个三角形，并假定有顶点 vi ， 
d 与 C 

现在我们就有函数/。，/ 2 ,…的不动点序列 x。， 々，々，••••请注意，对于 [0, 1] 
中的某些值 Al，Af 与 A 〗， 有此外，如果对于任一 n 和八我们都有 
yi = fAvi )， 那么，同样有 Jt„ = /„(x„)=A^yi+Al^+Ai)^， 于是得到 

Xn = x\v l+xlv l+klv l -= X l „ y l n + xlyl (10. 7) 

由于了是平面的一个紧子集，定理 7. 16蕴涵， 了中的 任一序列都有一个收敛的子序列. 
设^是序列 U „) 之子序列 U , b ) 的极限.我们来证明，是集值函数 F 的一个不动点. 

因为当72趋近于无限时，三角形 T „ 的边长收缩为零，任一由来自每个三角形 了 4 中的一 
个点所组成的序列，也必定收敛于 X '因此，不动点序列 （ jc 4 ) 与相应的顶点序列 
( W n ) 和 iv %) 都收敛于 X ' 

由于区间 [0, 1] 在 R 中是紧致的，定理 7. 16蕴涵，[0, 1] 中的任一序列都有一个收 
敛的子序列.因此，3个系数序列 （Al)，（A ^) 与 （ A 〗 n ) 都有收敛的子 序列. 同样，3个序 
列（戏），（戍）与 （戍） 都是紧致集了中的序列，因此，也有收敛的子 序列. 通过取子序 

列，‘次一个，对于所有这些附加的序列，我们可以选取一个•单标序列 （ m „)， 使得所有对应 

* * # " 
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的10个子序列 收敛： （ x ') 收敛于，， (V 纪 ) 收敛于: c *，（ vi n ) 收敛于 x ' ( vij 收敛于 
JC * , (AL ) 收敛于值 A 1 ， (Al ) 收敛于值 A 2 ， at n ) 收敛于值 A 3 ， ( yL n ) 收敛于点 y ， （兑„) 

n n 71 

收敛于点/， （3 d „) 收敛于点 /• 

当叫趋近于无限时，我们由 (10.7) 式可以看到，，此外，由 
于 Ai + f + A 3 :；!， 且 A 1 ， A 2 , ； l 3 G [0, 1]，因此，，是以/，/与/为顶点的“三角形 
(这里用引号是由于如果 y 中有两个相等或三个都相等，那么此三角形可能是一条线段或一 
个点 .） 

由于 F 在: TXT 中有一个闭图，引理 10. 13适用.因此，序列 （ V ； L n ) 和 (^ w ) 分别收 
敛于^和 y ， 而由于对于任一队， y \ eFivi n ), 我们就有 yeF (，）_ 同样 ， feFixn 
及 /6 FU *). 但是，在以 y ， /与 y 为顶点的三角形中，这些顶点 
都位于 F ( jt *) 之中.由于 F ( x *) 是凸的，因此，必定包含于 ） 之中.换句话说， 

这正是我们所要证明的. 

我们现在已经在假定定义域为平面上一个三角形的情况下，证明了 2维卡库塔尼不动点 
定理.为了证明对平面上一个凸多边形适用的结论，我们用同样的方法，但是首先要把凸多 
边形剖分为三角形.初始近似函数/。首先在这些三角形的顶点定义，再按我们前面的过程中 
所做的那样，线性延拓到每个三角形.然后，正如我们前面所进行的一样，逐次逼近的函数 
八， 通过对前一步所考虑的三角形剖分来定义，再把此定义线性延拓到每个三角形.经同样 
的论证，就产生一个不动点^，使得， eF (，）. ■ 

证明2维卡库塔尼不动点定理的上述方法，可转化为一 般的； 2维版本，由于 n 维布劳威 
尔不动点定理要求按照这种方式来证明， 

卡库塔尼不动点定理把布劳威尔不动点定理作为它的特殊情况，但是我们需要把布劳威 
尔不动点定理的定义域，看作是一个可剖分空间，为此，设 

P n = {( jci ，…，工„) 6 R w | — 1 ^ ^ 1 ， j = 1，…， n }- 

P ” 是一个 n 维立方体.由定义可知 P 1 是一个可剖分空间，而它与 n 维球同胚.让我 
们在上考虑布劳威尔不动点定理.如果广是一个连续的点值函数，那么，/可考 
虑为一个把 xSP 1 映成单点集 {/( x )} 的集值函数./的定义域是一个紧致的可剖分空间， 
而 { fix )} 是中的一个单点集，因而是此定义域的一个非空凸子集.此外点值函数/是连 
续的，于是由练习 4. 10可知，/的图形在中是闭的.于是卡库塔尼不动点定理适用， 
蕴涵存在;使得 a ： G {/ U )}， 因而 jc = /( jc ). 

然而，重要的是要充分意识到，虽然把布劳威尔不动点定理作为卡库塔尼不动点定理的 
特殊情况，但后者不能取代前者，这是由于在证明卡库塔尼不动点定理时，需要布劳威尔不 
动点定理. 

10. 3 节练习 

10. 18对于下列集值函数，画出它们的图形，并对于它的定义域中的任一 x 的值，确定 FU ) 是否 为凸： 

(1) 设 F : R — 也由 给出 • 

(2) 设 G : R — 也由 G ( ar ) = {«: rGR | rt eZ } 给出. 
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(3) 设 R — 汛 2 由 = { (: y 】， y 2 ) eR 2 给出 ■ 

10.19 如果存在一个整数 c ， 使得 a , [ c ， c +1)， 定义 R 上的一个关系 a 

(1) 证明〜是一个等价关系. 

(2) 设/: R —迅 是由 / U ) = Dr ] 定义的集值函数，其中[: c ] 是在等价关系〜下: c 的等价类.画出 

I 

/的草图. 

(3) 对于 （2) 中定义的/，对于任一 X 6 R ，/( x ) 是凸的吗？ 

(通常，在一个集合 X 上的一个等价关系，导致一个当然的集值函数，把 X 中的每一个点映到 X 中 
包含它的点的等价类 .） 

10.20 证明： 在 R 中一个可剖分空间必定是有界闭区间 U ，6]. 

10.21 在 X 是区间[0， 1] 的情况，对卡库塔尼不动点定理的证明加以说明.在你的说明中包括画出 F ， 
/ o 与 / i 的 n 个图以及不动点工。与: d . 

10. 22 请确定卡库塔尼不动点定理是否适用于以下各个集值函数.注意你需要检验 X 是一个可剖分 空间; 
对于任一 FU ) 是凸的，且 F 的图是闭的.如果卡库塔尼不动点定理适用，请为 F 找出尽可 

能多的不动点. 


(1) X =[0, 1] 且 FU ) = {_ y 6[0, 1]卜>1— x }_ 


(2) X =[0, 1] 且 FU ) = {： ye [0, 1] I 是无理数}. 

X 

(3) X =[0, 1] 且尺 1 ) = {；>^[0, 1] |： y <_ r 2 }. 

(4) X =[0, co ) 且 F (: c ) = {： y €[0， oo ) I y ^2 x }. 

(5) X =[0, 1] U [2，3] 且 


f [2,3] 若 : c 6[0， l ]， 

F{x) = J 

[[0,1] 若 2 e [2,3]. 

(6) X =[0, l ] x [0, 1] 且 


Fix, ： v)= {U ， 3 ； )e[0 ， 1]X[0, 

10.23 对于在卡库塔尼不动点定理中的以下的每个假设，举例说明如果放弃此假设，定理就不成立.即找 
一个满足其佘两个假设的集值函数 F : X — S X ， 但没有不动点. 

(1) X 是一个可剖分空间. 

(2) 对于任一 xex , F ( x ) 是凸的. 

(3) G f 是闭的. 


10.4 博弈论与纳什均衡 


本节我们介绍博弈论，并提出卡库塔尼不动点定理的一个应用，用它来证明纳什曾推崇 
过的，有关在 n 人博弈中均衡存在性的定理.虽然全部结论适用于 n 人博弈，但我们仅限于 
至多3个人的博弈，目的是使记号一目了然. 

假设伊莱恩、乔治和纽曼同意进行一场博弈.在已知的一次竞争中，3人中每一人都可做 
有限次的选择.对于伊莱恩，这些选择标号为1到对于乔治，这些标号为1到 n G . 对于 
纽曼，这些标号为1到 72 N . 这些选择称为纯策略. 

我们为博弈建立规则，使得每个局中人都在不知晓其余局中人所作选择的情况下，作出 
自己的选择 • 于是他们每个人都得到某些收益.此时，伊莱恩选择 i ， 乔治选择纽曼选择 
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k. 结果是伊莱恩收到收益巧#，乔治收到收益 G #， 而纽曼收到收益每个局中人有相应 
的 n E X 7 z G Xn N 个3 维收益 数组，而每个局中人都熟悉这 3 个收益数组 • 

当然，如果伊莱恩总是做同样的选择，就不像乔治和纽曼那样目光远大地确定如何使他 
们各自的（相对于他的）收益，尽可能实现最大化.因此，伊莱恩不再一成不变地选择“可 
能会选择采取一种不同的策略.她可能选择采用各种具有一定概率的选择. 

这可能是个好主意_例如，在一局扑克游戏中，一个局中人不想每次佯装他手头有某些 
牌以欺骗对方，由于其他的局中人可能会突然想到她一成不变地这么做的事实.的确，她应 
该以她预定的概率佯装手头有某些牌以欺骗 对方. 这将是她的策略.那时并没有与她的佯装 
相应的特定的扑克牌花样. 

我们把伊莱恩采用选择 〖的概 率记为 A ，乔治采用选择 J 的概率记为 A ， 而纽曼采用选择 

是的概率记为我们采用基本的概率假设. 

对于任一 ，是 ， A ^0 ,qj > 0及 n > 0， （10. 8) 

且 

y^jpi = 1 ， y^jQj = i 及 1 (io-9) 

i j ^ 

定义 10. 16 对应的概率向量 

p = (pi ，…， Pn E 、 = (<?1 ，奶，… ， q ” G ) 及 r = ( n ， r 2 ，… r „ N ) 

称为混合策略. 

随后，每个局中人的收益变成一个期 望值. 对于伊莱恩来说，它由 


E ( p ， q ， r ) = ^ E ijk piqjr k 

Uj，k 

给出. 


此期望值是可能的收益与这一收益出现的概率的乘积之和.类似地，我们可以分别定义 
乔治与纽曼的期望值 G ( p ， g ， A 0 与 NCp ， q ， r ). 如果伊莱恩、乔治和纽曼玩牌的次数足够 
多，我们预期他们的平均收益分别接近于 E ( p ， g ， r )， Gip , q , r ) 与 m P ， q ， r ). 

例 10.9 假定伊莱恩、乔治和纽曼正决定到何处去进正餐.他们既可能选择去“幸运之 
星”中餐馆，也可能去纽约西餐馆.或三人同时一齐大声喊“中餐馆”或 “ 西餐馆”.如果其 
中两人意见一致，另一人意见相反，那么他们全都去意见一致的两人所选的餐馆，而且第三 
者必须为另两人中的每一位支付餐费 10 美元.如果三人意见一致，他们就去一致同意的那个 
餐馆用餐，每人支付各自的餐费 • 

于是伊莱恩的收益数组，有形如 


— 20 若纟 # = 是- 

Eijk — < 0 若 i = = 是. 

10 其他情况 


的记载.乔治和纽曼的收益数组，可类似地确定. 

假设伊莱恩、乔治和纽曼在任何约定的傍晚选择去中餐馆或西餐馆的可能性都相同.那 


么， 


他们的混合策略全都一样，例如 7? = g = r = 



由 A 我们可计箅出伊莱恩收益的 
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期望值.我们可求出 


E = — 20 



+ 10 ( 1 ) 



同样，乔治和纽曼收益的期望值也都为 0. 

再假定在一个特定的博弈中，伊莱恩知道乔治和纽曼分别采用混合策略 9 与 r . 伊莱恩的 
目标是获得尽可能髙的收益.也就是说，对于给定的 g 与 r ， 她要最大化她的期望值.因此她 
要找到一个策略 P ， 使得对于所有可能的概率向量 〆 ，使 £ Xp，L r ) >£ Cp / , q , r ) 都成 
立.对于伊莱恩来说，这样的策略可能不止一个，因此我们有以下的 定义： 

定义 10.17 设 P ( g ， r ) 是对于所有可能的混合策略/，使 f ：( p ， g ， r )> E ( 〆 ， g ， r ) 
都成立的，所有概率向量 p 的集合.这个集合称 为与混 合策略 q 和 r 相应的最优混合策 略集. 

同样， Q ( p , r ) 是当 p 与 r 给定时使乔治取得最大收益的最优混合策 略集. 而 i ?( P ， g ) 
是当；；与《给定时相应的纽曼的最优混合策略集. 

接下来就要问，伊莱恩应该如何选取向量，使得期望值向量 E ( p ， g ， r ) 实现最大化呢? 
对于固定的9与 r ， 此期望值是； I 的系数的形如 


E ( p , q , r ) ^ l E ijk p i q j r k = 2 ( (10.10) 

i ， j，k i 、 j，k ’ 

的线性表达式.设〜= ^ E ljk qjr k , 我们可以把 ( 10 . 10 ) 式重新记为 

E ( p ， q ， r ) = a x p \ + a 2 p 2 H - ^~ a n E Pn E ^ 

此期望值一旦被我们用这种方式重新表示出来，正如以下的例子所述，如何使它最大化，就 
变得显而易见 的了： 

I 

例 10.10 在由伊莱恩、乔治和纽曼进行的 一场特 定的博弈中，假设伊莱恩有5种可能的选 
择.再假设对于乔治和纽曼分别采用的固定的混合策略 g 与 r 来说，伊莱恩的收益的期望值是 

E ( p » g , r ) = 3外 + 5夕 2 + 4/) 3 + 5^4 + /V 

她应求出 ( 声 I ， p 2 ，户3， A ， Ps ) f 使 E ( P ， 9， r ) 实现最大化.显然，伊莱恩的最佳选 
择，是让具有较小系数的 P 的分量尽可能小，而让具有较大系数的分量尽可能大.在这种情 
况下，最大的系数是5，所以仏，外 ，九 应该取为 0. 由于 p 2 , 九的系数都是5，她可以取 
p 2 = l 和多 4 =0，或者取户 2 =0和户 4 = 1.事实上，她可以选取外与九的，其和为1的任意 
组合.她仍然有使收益实现最大化的概率向量.因此，她选取她的最优混合策略集为 

P(.Q * r ) = {(0,左2,0，多4， 0) | _ p 2 + >4 = 1 » ^2 ^ 0，夕4 > 0 } ■ 

一 般地，我们发现最优混合策略集 P ( g ， r ) 由 

P ( q , r ) = { p \ Y^Pi = 1 且 pi ^ 0, 若 a ,. <C max { c ^ }}. (10.11) 

i i 

给出.于是得出 p ( g ， r ) 是 R % 的凸的有界闭子集.（见练习 10.26.) 

如果伊莱恩选择一个最优混合策略 P ， 以应对乔治和纽曼的混合策略9与 r ， 那么，在已 
知伊莱恩和纽曼选定混合策略 p 与 r 的情况下，乔治可能要把他的混合策略改变为最优策略. 
当然纽曼同样也要改变他的混合策略. 

v 

我们可能想知道，对于所有局中人来说，是否存在混合策略的一种选择，使得对每个局中 
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人来说，可同时使用一种最优混合策略_在这种情况，也许使局中人不产生改变策略的动机- 
定义 10.18 如果 r )， g 6 Q ( p , r ) » r 6 R ( p ， g )， 混合策略向量 P ， 9， /* 称为 

解博弈.于是我们称 p ， g ， r 是一个纳什均衡- 

在一个纳什均衡中，局中人改变他或她策略的动机不存在，假定没有一个人改变他们的 
策略.在已知其余局中人现有策略的情况下，他（或她）会采取尽可能多的策略_ 

1950年，纳什在普林斯顿大学的博士学位论文中，证明了每一个博弈至少有一个均衡点 
(它后来称为纳什均衡).他的这个结果导致了博弈论领域的革命性的变化，并随后在经济学 
和社会科学方面引起巨大的 冲击. ISM 年， J . 纳什、 R . 塞尔坦和 C . 豪尔绍尼荣获诺贝尔经 
济学奖，后两位学者由于在存在多种均衡的情况，及在一场博弈中，任何一个局中人在缺乏 
其他局中人完整信息的情况下，深刻地阐述了纳什均衡的理论而获此 殊荣. 

过一会儿我们再提出并证明纳什定理，首先看一个例子. 

例 10. 11让我们为例 10.9 中的餐馆博弈来确定纳什均衡.我们从伊莱恩的观点来考虑 
这个情况.设 1- a ) 是她的混合策略.所以，《是她挑选中餐馆的概率，而 1 — a 是 
她挑选西餐馆的概率 • 同样，设乔治和纽曼的混合策略9=0， 1 — W ， 而纽曼的混合策略 

( c , 1 — c ). 

于是，伊莱恩收益的期望值是 

E =10[ a 6( l - c )+ a ( l -6) c +( l - a )( l -6 )c + ( l - a )^( l - c )] 

— 20 [a (1 — W (1 — c ) + (1 — a ) (6 c )] ， 

它蕴涵 

E = 10[2 a (6 + c 一 1) + c + 6 — 

暂时假定 6 与 c 是固定的.让我们观察伊莱恩如何通过选取一个适当的 a ， 来使 E 实现最 
大化，对于和来说，我们考虑以下3种可能的情况.首先，如果6十 c > l ， 那么，伊莱恩 
通过选取就得到最大值 £：. 注意到由于 a = l ， 那么， a +6 与 a + c 都大于1，由于当6十 
c > l 成立时，6与 c 必为非零.然后，由于 a + c > l ， 通过与伊莱恩同样的论证可推出，乔治 
通过选取6=1，就能使他的期望值实现最大化.同样，通过选取 c = l ， 纽曼能使他的期望值 
实现最大化.因此， = 是一个纳什 均衡. 此均衡对应于每个人总是选择去中餐馆. 

其次，按照类似的方式可以证明，如果那么，所有三个局中人通过选取 = 
c = 0, 都能使他们的期望值实现最大化.（见练习 10.27.) 因此，每个人都选择去吃西餐是第 
二种钠什均衡. 

然后，考虑最后一种可能性，即在这种情况，就伊莱恩的期望值而言，伊莱恩 
挑选的概率是多少无关紧要.但是，从乔治和纽曼看来却至关重要.如果 a + 6 与 a + c 都不等 
于1，那么，正如我们早先所看到的，对应的局中人将把他的概率变为0或1，迫使其他局中 
人改变且使每个人确立前面已提到的两种均衡之一.仅有的未出现的情况，是在 a + 6= l ， 

a + 且 6+ c = l 时.在这种情况，我们有 a = 6 二+和 c = 因此，这是第三种纳什 

均衡，它对应于每个局中人选择每个餐馆的次数相等. 

在开始讲解纳什定理之前，我们回顾逐步引向它的一些 要件： 
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(1) 在一个 n 人博弈中，每个局中人有一种可能的选择，而每种选择是在不知道其他人 
选择的条件下作出的. 

(2) 与每个局中人相应的是，由局中人从所有可能的结果获得的收益所给出的收益数组， 
它与每个局中人做一种可能的选择有关. 

( 3 ) 每个局中人可以选择一种混合策略，而对于每个局中人，混合策略的组合选择，确 
定了平均收益，即期望值. 

( 4 ) 每个局中人对于由其他局中人所作混合策略的每种选择，有一组最优混合策略.每 
种最优混合策略，将导致对于已知其他人混合策略的局中人来说，最可能的期望值. 

( 5 ) 一个纳什均衡是混合策略的一种选择，对于每个局中人，将产生与其他局中人混合 
策略相应的最可能的期望值. 

定理 10. 19 对于任一 n 人博弈，存在一个纳什均衡. 

证明为使记号简单起见，我们给出对于3人博弈的证明，但同样的证明适用于 n 人博 
弈.已知 3 个收益数组 G 社与 N ijk ， 我们需要证明，存在一组作为此博弈的解的混合策 
略，，^与， • 

设 m = 72 £ +72 G + w N 对于混合策略向量 p =(九 ，…， p „ E ) , *•*, q nQ ) 与/ *=( n ， 

…， r „ N ) 的一个选择，我们通过把这些向量的分量按如下的方式串起来，以定义一个饥维 
向量： 


w = (p ， g ，/■) = ( 丸 ，… ， p nE ，<7 i ，… ，n ，…， r„ N ). 

每个这样的向量 w ， 表示由每个局中人各自的混合策略所形成的组合选择.它的分量必 
定满足不等式 ( 10 . 8 ) 和等式 ( 10 . 9 ). 于是可得出，可能向量的集合 w ， 是 ir 中的一个可 
剖分空间 X . 

我们用 


F(p 9 g 9 r) = {{p jq jr) \p r G P(g ， r) ， g' 6 Q(p,r) G R(p,q)} 

来定义 X 上的一个集值函数.换句话说，向量 w =( p ， g ， r ) 被映成具有以下性质的向量族， 
它们的前处个分量，是在已知乔治和纽曼坚持策略 g 与/"时，伊莱恩所采取的一个最优 策略; 
随后的叱个分量，是在已知伊莱恩和纽曼坚持策略 p 与 r 时，乔治所采取的一个最优 策略; 
最后如个分量，是在已知伊莱恩和乔治坚持策略 p 与 g 时，纽曼所采取的一个最优策略. 

如果我们能证明存在一个使得 〆 eFW )， 那么我们就给出了此定理的证明，由 
于这一向量 w * =(/?*， g ‘，/ •* ) 是由满足，，，）， q * 6 Qip * , r * ) 与 r * 6 

W ) 的 3 个向量，， g * 与 ，所组 成的.于是我们就需要证明，对于集值函数 F : X — 
• sX ， 存在一个不动点. 

我们来说明 F 适用卡库塔尼不动点定理.前面已看出 X 是 IT 中的一个可剖分空间.由 
于 P ( g ， r )， Q ( p ， r ) 与尺(夕， g ) 之中，每个集合都是凸集， F ( w ) 必定也是凸集.（见练习 
10.25.) 因此，我们只需要证明图的一个闭子集•设（ X。， jO SG F 的一 

个极限点.对于任一正整数/，在(^与半径为；、中心在 （ x Q ， 八）的球的交集中，选取一 

% 

个点 （ A ， 义）.我们就得到一个在 G F 中收敛于 （ JC 。， ％)的点 （ A ， 30的序列.设\ = 
(久，丨， r { ) f yi = (Si, tij iO ， x 0 = (p 09 q 0J r 0 ) ， y 0 = ( s 0 ， r 0 ， u 0 ). 于是，我们就有以下 



224 


第 10 章 


的收敛序列：（仍）收敛于 P 。， （私）收敛于％， （ n ) 收敛于 r 。，（ t ) 收敛于 s 。， U ) 收敛于 


to j ( Ui ) 收敛于 Mo. 

注意到对于任一 a ^ eF ( x ,). 因此 tep (仏， a )，（ eQ ( p ,， n )， w , eJ ?( p ,， 丨）.因 
此，对于任一 y ， /与 〆 ，我们有 

^ Eip , q if r i ') , 

G(p i “ i ， r^^Gip i r ， r ,) ， 

N(pi,qi,Ui) ^ Nipi ,qi,r f ). 

由于£：， G ， iV 是连续函数，当我们令 f 趋于无限并取极限时，这些不等式成立_ (见练 
习 10. 24.) 这就蕴涵 

I 

E { s 0 ， g 。， r 0 ) ^ E { p r , q Q , r 0 ), 

G(po ， /(j ， rp) G(po ， 5 ，广 o ) ， 

N ( p 。， g 。， m 。）> iV ( p 。， g 。， r ')_ 

因此 ， So GP(^0 * r 0 ), t 0 ^ Q ( p 09 r 0 ) 且 《 oGR ( p 。，9。）. 于是， JoGFO 。）， 蕴涵 （ x 0 , 
九）在 F 的图形中.于是得出， F 的图形是闭的.现在卡库塔尼不动点定理适用，因而存在 
一个#，使得 〆 GK〆 ）， 这正是我们所要证 明的. ■ 

于是，对于3人博弈来说，我们假定纳什均衡存在，因而对于每个局中人来说，选择一 
个导致相对于其他人混合策略选择的最大期望值的混合策略，是有可能的. 

虽鍊以前的证明仅涉及一个3人博弈，但我们需要卡库塔尼不动点定理的一般版本，以 
建立纳什均衡的存在性.这是由于，它是局中人可能参与的总局数，而不是局中人的总数， 
前者确定了我们在其中考虑的空间的维数. 

正如我们以前所指出过的，对于任意正整数《，这些结论转化为 n 人博弈.一般情况的证 
明，本质上与这里所提出的，用卡库塔尼不动点定理来建立納什均衡存在性的证明相同. 

例 10.12 这里我们考察一个经典的囚徒困境二人博弈的例子.乔治和纽曼因为一桩罪行而 
被捕，其中每人因这项罪行而分别接受询问.由于警方缺少足够的证据来定罪，乔治和纽曼每人 
只要举报对方，就被允诺处以最短的刑罚.这样，乔治和纽曼彼此就可以保持沉默或举报对方. 

如果乔治和纽曼都选择保持沉默，那么每人就为此项较轻的罪行接受6个月的刑罚.如 
果他们同时都举报对方，那么由于他们协助了检察当局，每人就能减少 24 个月的刑罚.如果 
一人举报而另一人却保持沉默，那么，举报者就接受 3 个月的刑罚，而保持沉默者就接受不 
折不扣的 72 个月的刑罚. 

对于每个局中人来说， 4 种可能的状况及所产生的结果，以收益矩阵的形式表示在图 


10.11 中.在此矩阵中，收益■与分别表示乔治和纽 
曼在每一种状况所接受的刑罚 （以月 计）.当然，此时每个 
人都希望自己的刑期最短. 

不难证明，在此博弈中，仅有的纳什均衡对应于两个 
局中人总是举报对方.（见练习 10.28.) 然而请注意，纳什 
均衡不产生此博弈的最佳的合作结局.如果乔治和纽曼预 


乔治 

沉默举报 



乔治 

沉默举报 



图 10.11 囚徒困境的收益矩阵 
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先约定保持沉默，他们就会取得比纳什均衡要好的结局.然而，由于此博弈未能以合作的方 
式进行，对于每个局中人来说，当他们保持沉默，而存在其他局中人举报他们的威胁的话， 
就导致局中人从保持沉默转为均衡状态- 

10. 4节练习 

10. 24 假定/: X — R 是一个连续函数，（: rj 收敛于心，且 C ： y ,.) 收敛于: V 。 证明： 如果对于任 一 ；，/(々）> 
/<%)，那么 / Uo )>/( y 0 ). 

10* 25 证明： 如果 A 是 R n 中的一个凸集，而 B 是 IT 中的一个凸集，那么， AXB 是 IT +m 中的一个凸集_ 

10. 26 已知最优混合策略集 r) 满足 （10.11) 式， 证明： P(g, r ) 是 R& 中的一个有界闭凸子集. 

10. 27 证明： 在例 10. 11中，如果当 6+ c < l 时有一个纳什均衡，那么 = 

10.28 证明 ：在例 10. 12囚徒困境中仅有的纳什均衡，对应于两个局中人都举报对方. 

10.29 伊莱恩、乔治和纽曼参与如例 10.9 中同样的餐馆博弈，但假设他们有如下的 收益： 

(1) 如果乔治同纽曼意见一致而不顾伊莱恩大声嚷嚷，那么他们就去乔治和纽曼所选择的餐馆，伊莱 
恩就要为他们支付3美元的咖啡费. 

(2) 如果伊莱恩仅同乔治和纽曼二者之一的惫见一致，那么他们就去意见一致的两人所选择的餐馆， 
第三者要为另两人分别支付10美元的餐费. 

(3) 如果三人的意见都一致，那么他们就去大家一致同意的餐馆，而乔治和纽曼每人为伊莱恩支付5 
美元资助她的餐费， 

请为上述各种博弈求出相应的纳什均衡. 

10.30 在如例 10.9 中同样的餐馆博弈中，伊莱恩、乔治和纽曼可以在“幸运之星”中餐馆、 “ 博博”汉堡 
店、“帕特”比萨店之间作选择.假设当他们中的两人或三人意见一致的话，收益与例 10. 9中的博弈 
一样，而当他们三人全都拒绝在家就餐的话，就不需要支付. 

(1) 如果三人全都采用混合策略向量 ( +，+，+)，以大声喊叫来确定去哪一所餐馆，请问所得到 
的期望值是多少？ 

(2) 为上述博弈求出所有的纳什均衡. 




除了对拓扑空间进行研究之外，拓扑学的一个重要组成部分，是考虑如何能把这些拓扑 
空间放人对方的 内部. 这就使我们回忆起，在 4. 2节中，曾把一个拓扑空间 X 在另一个拓扑 
空间 Y 的嵌人，定义为从 X 到 Y 的一个子空间的 同胚. 以这样的方式，我们就把 X 的拷贝位 
于 Y 中的这一理念实现精确化. 

在本章，我们探索拓扑学中一类重要的嵌入定理，在 11.1 节中，首先浏览许多有趣的嵌入 
问题和结论.在 11. 2节中，我们证明拓扑学中一个经典的定理一 ■若尔 当曲线定理.定理说， 
在平面一个被嵌入的圆周，把此平面分成两部分，每个部分以嵌人的圆周为它的边界.在 11.3 
节中，我们介绍若尔当曲线定理的数字版本，我们还讨论它在数字图像处理中的一个应用. 

11.1 嵌入的一些结论 

本节我们考虑以下两个基本的嵌入问题： 

(1) 已知拓扑空间 X 与 1% X 在 Y 中的嵌入存在吗？ 

(2) 如果 X 在 Y 中的嵌人存在，我们对 X 位于 Y 中的嵌人的象能说些什么呢？ 

定义 11.1 如果/: 是空间 X 到空间 Y 中的一个嵌入，我们就称 X 在 Y 中是 可嵌入 

的， 或称在 Y 中可 嵌入 X 此外，我们可以称 Y 为嵌入 空间. 并称象 /( X ) 为 X 的嵌 入象. 

本书早先已介绍过与上述第一个问题有关的一个结论，但没有用嵌入的术语来表达.在 
3. 4节中介绍克莱因瓶时，我们曾指出它在3维空间中不存在.也就是说，在 R 3 中没有克莱 
因瓶的 嵌入. 此结论对于_ •影 平面同样是正确的.在本书中我们不推导用来证明这些非嵌人 
结论的工具，但是在本节/我们论述克莱因瓶在 R 4 中是可嵌入的，并且在练习 11.9 中，要 
你寻求在 R 4 中射影平面的一个嵌入. ， 

首先，我们考虑圆周到拓扑空间的嵌入.请回忆，这一嵌入的象，称为一条简单闭曲线. 
由于 S 1 是紧致的，这就可得出，简单闭曲线是此嵌入空间的紧致子集. 

在 R 中不存在简单闭曲线，在圆周 S 1 中仅有的 
简单闭曲线，是此圆周自身.（见练习 11.1.) 

对于简单闭曲线的嵌入空间，所需要的另一维是 
有意义的，所以让我们在平面上考虑简单闭曲线.它 
们可能是简洁明了的，如图 11.1 左边所示，也可能非 
常复杂，如图 11.1 右边所示，缠绕平面上的整个区 



图 11.1 平面上简单闭曲线 



嵌 


入 
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域.但无论如何，平面上简单闭曲线有许多方面是共同的，正如若尔当曲线定理所论述的_ 

定理 11. 2 (若尔当曲线定理） 设 S 是 R 2 中的一条简单闭 曲线. 那么 R 2 — S 由两个分 
支组成，而 S 是 R 2 中上述每一分支的 边界. 

1887年 C . 若尔当 （1838 — 1922) 在他的著作《综合工科学校分析教程》首先提出了这一 
结论.然而他所给出的证明是不正 确的. 直到18年之后 0. 维布伦 （1880 — 1960) 在 [ Veb ] 
中才给出了正确的证明.下一节我们来证明若尔当曲线定理 • 

在平面上的简单闭曲线是紧致的，因而是有界且闭的.由于它是有界的，它在平面中的 
补集有一个无界的部分.（见练习 6. 19.) 于是，由若尔当曲线定理可得出，平面上的一条简 
单闭曲线，有一个无界的部分和一个有界的部分. 

定义 11,3 已知平面上的一条简单闭曲线 S ， 我们称 R 2 —S 的有界分支为 S 的内部 ，而 
无界分支称为 S 的 外部. 

若尔当曲线定理的一个有趣的结论是，如果在平面上一条简单闭曲线 S 的补集中有两点， 
并从一点到另一点作一条直线那么，如果 L 越过 S 偶数次，这些点就位于 S 的补集的同 
一 分支；而如果 L 越过 S 奇数次，这些点就位于 S 的补集的不同分支.（见图 11. 2.) 

例 11.1 考虑在图 11.3 中的若尔当曲线动物园.动物园管理员离狮子安全吗？从狮子到 
管理员画一条直线 L， 我们可看到 L 越过笼子 5次， 因而狮子与管理员在此笼子相异的两侧. 
如果我们考虑直线 I/, 它从管理员通向此笼子外边已知的一点，我们看到 1/ 与此笼子柜交 3 
次， 因而我们可以得出 结论， 动物园管理员确实在此笼子的外边. 



图 11.2 点 a 与6在 S 补集的同一分支; 

而6与 c 在 S 补集的不同分支 



图 11. 3动物园管理员离狮子安全吗 


对于平面上的简单闭曲线，我们可以得出比若尔当曲线定理更好的 结论. 以下的定理指 
出， 一 条简单闭曲线不仅与 S 1 同胚，而且位于此平面的一条简单闭曲线的整个拓扑结构，与 
位于此平面的圆周 S 1 是拓扑等价的. 

定理 11_4 (舍恩弗利斯定理） 设/: S 1 — R 2 是一个 嵌入. 那么，存在一个同胚 F : 
R 2 — R 2 , 使得 F | sl =/. 

这个定理以1906年首先提出它的数学家 A 舍恩弗利斯 （1853 — 1928) 命名.我们对此 
定理不作证明，它的证明可以在 [ Moi ] 中找到 • 舍恩弗利斯定理说，圆周到平面的任一嵌 
入，延拓到全平面到自身的一个 同胚. （见图 11.4.) 这一同胚必定把平面中 S 1 的内部，映射 
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成简单闭曲线 /(s 1 ) 的内部，而把 s 1 的外部映射成 /(s 1 ) 的外部 • （见练习 11 . 6.) 因此， 
已知平面上的一条简单闭曲线 s ， s 的内部与 
作为此平面的一个子空间的开球 ： y ) 

| x 2 + y < i > 同胚，而 s 的外部与子空间0= 

{ U ， y ) k 2 + /> i } 同胚. 于是，舍恩弗 
利斯定理强化了若尔当曲线定理，（在拓扑 
上）确切地指出了，这两个分支，是用此简 
单闭曲线对这个平面进行分割的 结果. 图 II . 4 嵌人/: S — R 2 延拓到同胚仏 R 2 - R 2 

如果我们让嵌入空间的维数增加1，并观察 R 3 中的简单闭曲线，就会发现十分不同的情 
况.正如 4. 2节所指出的， R 3 中的简单闭曲线称为纽结.纽结的拓扑学上的可能性是无穷无 
尽的，而且是拓扑学中一个非常活跃的研究领域的 对象. 在第12章，我们将对纽结作进一步 
的探索. 

我们可以看到，通过考虑把 S 1 嵌人 R 2 和 R 3 ，数学常常会显现令人欢呼的情景. 一 方面， 
我们有一个意味深长的定理（舍恩弗利斯定理），它指出从 S 1 到 R 2 的所有嵌人，在本质上是 
相同的.而在另一方面，从 S 1 到 R 3 的嵌入却是不同的，因此，确定这些嵌入所有可能性的 
任务演变成数学研究的一个重要领域. 

接下来让我们考虑某些熟悉的 曲面： 环面、球面、克莱因瓶、射影平面及默比乌斯带. 
球面和环面最初已被定义为3维空间的子空间，所以它们嵌入3维空间. 

默比乌斯带通常的图形，以3维空间的嵌入来展示.事实上，我们可以定义默比乌斯带 
的一个明确的 嵌人. 我们把默比乌斯带看作为具有形如把一对点（0, cz ) 与 (2tt, - a ) 视为 
同一的矩形[0, — 1， 1]. 在 R 3 中使用柱坐标 （ r ， 々， 2 )，我们用 / U , t ) = (r ( s , 

t ), 0( s ， t ), z ( s 9 t )) 来定义 /: R — R 3 , 其中 

= 5 + tcos ( s /2) 9 0( s , t ) — s ， zis ， t ) = Zsin ( s /2). 

由于/(0, a )=/(27 r , - a ), 于是可得出， / 定义了把默比乌斯带映到 R 3 的一个函数 
/* . 函数尸是一个 嵌人. 它把默比乌斯带中的中心圆周（在那里 t =0) 引向： r — 3 ；平面上 
半径为5的圆周.对于每个固定的$6[0, 2 tc ], 尸把线段 { 5 } X [-1, 1] 映成平面 
上的一条线段.当 s 从0变为时，这条线段大约旋转半圈，扫描出默比乌斯带的象来. 
(见练习 11. 8.) 

考虑克莱因瓶和射影平面.正如我们以前所指出过的，它们都不能嵌入 R 3 中.然而，正 
是由于我们所支配的附加的一维（即我们考虑 R 4 )， 就可以定义嵌人了.我们来说明对克莱因 

瓶如何定义嵌入，一种类似的方法可用于射影 
平面 • （见练习 11. 9.) 

在 R 3 中克莱因瓶 K 的通常表示，可看为函 

数/: K — R 3 的象. （见图 11. 5.) 函数/不是 

一个嵌入，由于它不是一对一的自相交的结果. 

我们称此为 K ■的 R 3 的标准表示. 图 1 L 5把克莱因瓶映人 R 3 中 
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在图 11.6 中，我们把克莱因瓶描述为它的对边视为同一的一个正 方形. 在这个描述中，我们 
已经说明过，由克莱因瓶的点组成的集合 D ， 其中自相交出现于 R 3 h=o 

的标准表示之中（即在 K 中的点在那里未能一对一） • 我们通过 h=l 

在此正方形的水平边选择&为常数，来定义一个连续函数 h h _\ 

K — R , 并让从 0 增加到1，然后当我们从此正方形的底部垂直 ? " 2 
移动到顶部时，再让&减为 0 . 思路是，当々 与心在 D 中与 K h=0 



的 R 3 的标准表示中同一点相对应时， 使得 h (工0科(工 2 ).函数 
h 用作 K 嵌入 R 4 时的一个 坐标. 

通过让在 R 4 中 FU ) 的前3个坐标等于 /( x )， 而最后一个 


定义& K - R , 用作 K 
嵌人 R 4 时的一个坐标 


坐标等于 / i ( x )， 来定义一个函数 F : K - R 4 . 在这种情况， F 是一对一的，这是由于如果 x 
与: V 使得:且 / U )=/( W ， 那么所定义的函数&就满足因此对于任一: r ， 
y ^ K , 如果那么就有 FU ) 六 F ( j 0, 于是得出函数 F 是 K 在 R 4 中的一个嵌入 • 

我们自然要问，是否存在若尔当曲线定理与舍恩弗利斯定理的髙维模拟，例如，在 R 3 中 
任一嵌入的球面，是否能把 R 3 分成两个分支，以此球面为每一分支的边界（与若尔当曲线定 
理的情况一样）呢？而如果是，这两个分支是否拓扑等价于由此标准嵌人所得到的两个分支 
(与舍恩弗利斯定理的情况一样）呢？对于这两个问题中第一个问题的回答是肯定的，而第二 


个问题的回答是否定的. 


首先，让我们给出肯定的答案.不仅把若尔当曲线定理推广到此球面在 R 3 中的嵌入，而 


且还推广到任意维的 情况： ' 

定理 11.5 (若尔当•布劳威尔分离定理） 设 S 是 S K 在 R n +1 中一个嵌入的象.那么， 

R ” +1 — S 由两个分支组成，而 S 是每一分支在 R n +1 中的边界. 


在1912年，布劳威尔证明了这个结论.由代数拓扑提供的适当的工具，可直接证明此定 
理. （例如，见 [ Vic ]. ) —种不需要代数拓扑工具的证明可以在 [ Drg ] 中找到. 

舍恩弗利斯定理是否能推广到高维的问题，直到1924年才得以解决.那时， J . W . 亚历 
山大 （1888—1971) 发现了一个反例，现在称为亚历山大角状球面.此例组成了嵌人 R 3 中一 
个球面，使得此球面的外部与 R 3 中 S 2 的外部不同胚. 

亚历山大角状球面是图 11. 7所示的嵌入球面 A . 在这个图所示的两个主要的角之间存在 
一 个错综复杂的细节，我们过一会儿再作进一步的描述和说明.在图 11. 7中的环 L , 位于 A 
的外部，但不能变形为 A 外部的一个点（我们过一会儿再讨论为什么如此 .）. 因此， A 的外 
部不是单连通的.在另一方面， S 2 的外部同胚于 R 3 —{ O }， 而由定理9. 20,后者却是单连通 


的.于是， S 2 到亚历山大角状球面的嵌入，不能延拓为 R 3 到自身的一个嵌入.于是，当维数 
为3时，舍恩弗利斯定理不再成立. 

为了构建亚历山大角状球面，首先我们用一个球面，并拉伸出如图 11. 8 的左边所示的两 
个角.然后，在构建的第二步，在前两个已拉伸出的角的端口之间的空隙，如图 11.8 的右边 
所示，拉伸出一对有孔的角.结果仍然是一个嵌人的球面，由于每个角的端口之间存在一个 
空隙，而它们仍未合上. 
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图 1 L 7 亚历山大角状球面 



图 11. 8拉伸出亚历山大角状球面的角 


我们继续上述构建过程，正如图的右边所示，在每一步，在前一步所形成的每对角 
的端口之间的空隙，我们再拉伸出两个更小的有孔的角 • 在第”步完成时，我们就有 PH 个 
空隙，因而在下一步，我们拉伸出 2 W 个有孔的角_对任意 n6Z + 完成这一过程，结果就是亚 
历山大角状球面. 

那么，为什么图 11.7 中的环 L 不能变形为 A 外部的一个点呢？粗略地说思路 如下： 如果 
我们能把 L 变形为一个点，那么就有一个把圆盘 D 映成 A 的外部的连续函数 F ， 当把它限制 
在它的边界 S 1 时，就是圆周到 L 上的一个 嵌入. 这一函数需要让此圆盘的象，在 A 中有孔的 
角之间 通过. 由于 D 是紧致的， F ( D ) 是 R 3 中的一个紧致子集.而 F ( D ) 与 R 3 中的紧致集 
A 是相分离的.由定理7.25,在 R 3 中的这两个分离紧致集之间，必定有一个正距离，譬如说 
是 e . 在构建 A 时，这些孔最终成为点，在那里，它们之间的空隙小于 e ， 因而 F 的象，不能 
达到这些空隙，而通过这些有孔的角. 

11 . 1节练习 


11.1 (1) 证明： 不存在嵌入/: S 1 — R . 

(2) 证明： 一个嵌人/: S 1 — S 1 必定是满射，因而必定是一个同胚 • 

11.2 证明： 可嵌入一个特定的空间是一个拓扑不变量.特别地，证明：如果 Y 是一个拓扑空间，而 X 与 
t 是同胚的，那么当且仅当 JT 嵌人 Y 时， X 嵌入 

11.3 (1) 用舍恩弗利斯定理 证明： 在球面中任一简单闭曲线，把球面分为两个分支，其中每个分支都与一 

个开圆盘同胚. 

(2) 在每个环面、克莱因瓶和射影平面上画出两条简单闭曲线，一条分割此空间，另一条不分割. 

11.4 对嵌人/: S°—R 证明舍恩弗利斯定理.即 证明： 如果/: S Q —R 是一个嵌入，那么/延拓为一个同胚 


F ： R-^R. 

11.5 嵌入 /•. 夕 — R 2 称为星形 嵌入， 如果在 /(S 1 ) 
的内部存在一个点 f 和一个连续函数 r : S 1 - 
(0, oo ), 使得采用以 f 为中心的极坐标，/就 
可表示为 /((?) = O 0?), (?). (见图 11. 9.) 请对 
星形嵌入证明舍恩弗利斯定理. 

11.6 证明 ； 如果/: R 2 — R 2 是一个同胚，那么/把 



m 11.9 星形嵌入 
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S 1 的内部映到简单闭曲线 /(s 1 ) 的内部，而把 S 1 的外部映到 /(S 1 ) 的外部. 

11.7 证明：舍恩弗利斯定理蕴涵：如果/: D — R 2 是一个同胚，那么 R 2 _/(_ D ) 是连通的.（因此平面不存 
在与分隔它的一个圆盘同胚的子空间 .） 

11. 8 请图示由本节描述的函数 /* 所给出的 R 3 中默比乌斯带的 嵌人. 特别地，请说明当0从0变为 h 时， 
在具有固定角 0 的柱坐标平面上， r 的象如何出现. 

11.9 请描述射影平面如何能嵌入 R 4 中. 


11.2 若尔当曲线定理 

本节我们来证明若尔当曲线定理.这个在直观上显而易见的结论，却不可思议地难以证明 • 
自从这个定理在1905年被维布伦证明以来，在整个上一世纪，涌现出采用各种不同途径的许多 
证明.若尔当曲线定理可以说是拓扑学中最难证明的定理了.我们所提出的证明方法，是使用2维 
非收缩定理和布劳威尔不动点定理（正如在 10.1 节中所证明的，它们是等价的定理 .） 此外还使用 
了定理 9. 14,它断言了从圆盘到子空间保核收缩的存在性.我们的证明来自 [ Mae ] 中的证明. 

在证明若尔当曲线定理的同时，我们还给出了指明在平面上不存在分隔它的弧的非分离 
定理（定理 11. 10). 在建立若尔当曲线定理的过程中，这个结论基本上已被证明 • 

在证明若尔当曲线定理之前，我们给出在证明中所需要的几个 结论. 

首先给出一个定理，这个定理说，如果我们有一个矩形，和一条从左边到右边的道路以 
及一条从底部到顶部的道路，那么，这些道路必定有一个公共点.为证明上述这个结论，要 
使用2维布劳威尔不动点定理. 

我们预先把拓扑空间 X 中的一条道路，定义为一个连续函数/: [0, 1]- X . 在此为了方 
便起见，我们认为，这些道路存在定义域[一 1， 1 ] 而不是[0 , 1]. 这不会引起麻烦，由于 
空间[0, 1 ] 与[一 1， 1] 是同胚的.同以前一样，我们也使用道路这个术语，它的含义是， 
函数的象是道路. 

考虑矩形 一 1 ， 1] X [—1， 1]. 设 B 是作为平面的一个子集的只的边界，于是， 

B={(5, t ) | 丨=1 或丨 £ I =1}、 

定理 11.6 设《，[ — 1， 1]— 尺是 i ? 中使得 m ( — 1) = ( — 1，0)，《(1) = (1，0)， 
t ；( o )= ( 0 ， - 1 ) 及 t >( i ) = ( o ， 1 ) 成立的道路.那么，存在 ， e [— 1, 1]，使得 
(见图 11.10,) 

证明 假定这样的 h £不存在，因而对于任 ‘一 s ，〖 G [— 1，1 ]，就有妾 t ^). «(5) 

与汰〖）用它们的坐标来表示，我们就有 = 《 2 G )) 与 

幻⑴⑴， vAO ). 对于任一 s ， 沒[一 1，1]，我们定义 

M ( s ， t ) = max { | ui ( s ) — Vi ( t ) \ , | u 2 Cs ) — v 2 ( t ) | }. 

注意对于任一 5 ，6 ， M(s 9 t )>0. 

^ / Vi ( t ) — ui ( s ) u 2 ( s ) — v 2 ( t ) x ^ ^ 

然后 ，用 F(s ， t) = { MG ；' t 5 ’ - m6 ； .) ■) 来定乂 
F - R—R 

• 图 11, 10 在及中的道路 M 

函数 F 是连续的，而尺与圆盘是同 胚的； 因此，由布劳威尔不 与 I 必相交 
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动点定理可得， f 必定有一个不动点 （夕， meR . 注意到对于任一 h ze [— 1 ， 1 ]， 


Vi (0 一 Mi (^) 

― M ( s ^) ~~ 


=1 或 


u 2 ( 5 ) — v 2 it ) 
Mi sit ) ~ 



因此， F 的象是矩形 J ? 边界 B 的一个子集.于是，不动点 （，， f ) 必定位于 B 中•我 
们需要考虑以下四种可能的 情况： 1，广=一1及广=1.我们断言，这四种情 
况每一种都导致矛盾，因而必存在 h [—1， 1] 使得 u ( s )= a (0. 以下我们在， =一1 的 
情况导出矛盾，其余的情况在练习 11. 12中给出. 


于是，设^=一 1. 那么 —1. 但是 

(Ml ( 5 * ) f U 2 (s* )) = u(s* ) = M(— 1) = (—1,0), 


因而 〜（，）= —1. 这意昧它就是一个矛盾. 


定理 11.7 设 U 是平面的一个开子集.省且仅当17是道路连通的，那么 U 是连通的. 

证明 由定理 6. 28,道路连通性蕴涵连通性.因此我们只需要证明如果 U 是连通的，那 
么它是道路连通的就可以了.为此，设 U 是连通的.如果 U 是空集，那么结论自然成立；于 
是设 U 非空，并取一个点 pGU . 设1%是 U 中使得在其中存在 从多到 g 的一条道路的点 g 的 
集合，并设 iV p 是 [/ 中使得在其中不存在从》到 g 的道路的点 g 的集合.集合与]^是分 
离的，且它们的并集是 L /. 

我们断言， Y , 与 N , 都是开集.为了证明此断言，我们证明 Y , 是开集，是开集的证 
明是类 似的. 设 gel %， 那么在 U 中存在一条从》到 g 的道路 /. 由于1/是开集，就可得出， 
按照 R 2 中的标准度量，存在一个以 g 为中心且包含于 [/中 的开球取一个点 yeB ， 在 B 
中存在一条从 g 到^的道路.定义一条道路幻让它跟随从 p 到 g 的/，接下来再沿着从 g 到 
〆 的孚道路&是 L 7 中一条从{到 〆 的道路.因此，在 B 中任一 〆 亦在 Y , 之中.于是得出 
是开集. 、 

h 与是分离开集，它的并是 LJ . 如 果匕与 JV , 都是非空集，那么它们构成 U 的一个 
分隔，这是不可能的，由于 U 是连通的.因此 Y , 或 N , 二者之一是空集.由于 pel %， 因此 
在二者中，必定是为 空集. 这就蕴涵 U = A ， 因而在17中存在一条从 f 到 U 中任一其他 
点的道路.因此， L 7 是道路连通的. ■ 

定理 11.8 设 U 是平面的一个开子集•’那么，的分支是此平面的开子集 • 

证明 见练习 11. 10. ■ 

定理 11. 7 与 11. 8 相结合就得到 结论： 如果 t / 是平面的一个开子集，那么， U 的分支和 
道路分支是相同的，且是此平面的开子集. 

在开始证明若尔当曲线定理之前，我们所需要的最后一个定理，是2维非收缩定理的以 
下 结论： 

定理 11.9 设 D 是平面上的 圆盘. 如果/: D — D 是连续的 ，且对于任一 iGS 1 ， 
/( X )= JC ， 那么/是满射. 

证明 见练习 11. 11. ■ 
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定理 11. 9指出，如果/是一个把圆盘映射成自身的连续函数，且在它的边界——圆周 S 1 
上是恒等的——那么/必定映到此圆盘上 • 

到此我们已作好证明若尔当曲线定理的准备，此定理说，如果 S 是此平面的一条简单闭 
曲线，那么 R 2 — S 有两个分支，且 S 是每个分支的 边界. 

我们分三个部分来证明这个 定理： 首先，我们证明 R 2 — S 不是连通的，然后，再来证明 
S 是 R 2 — S 每个分支的边界，最后证明 R 2 — S 有两个分支.证明中的许多直截了当的验证在 
练习中给出. 

证明 （ R 2 —S 不是连通的） 设函数 dU ， SXS — R 是按平面上标准度量来定义的 
与: y 之间的距离. d 的定义域是紧致的，且 d 是连续的，因此 d 在 SXS 上取一个最大值.于 
是可得出，在 S 中至少存在相隔最大距离的一对点& 与&. 设 J 是在此平面上连接&与 52 的 
线段，并设 A 与 P 2 是分别通过^ 与 S 2 , 且与 J 相垂直的直线.（见图 11. 11.) 点&与&是 
S 位于 hUA 上仅有的两个点，而 S 上的其余点都位于与巧之间.（见练习 11.13.) 由 
于 S 是紧致的，因而是有界的，所以存在直线夂与乃，与 J 平行且等距，使得5—{&， s 2 } 
位于由巧， P 2 , 尸与心所围成的有界矩 形炉的 内部. 

通过旋转、移动和缩放，我们就可以得到平面自身的一个同胚&它把 W 映射为 R =[ — 1， 
1] X [— 1，1]，且把 h 与&分别映成（一1， 0) 与（1， 0). (见图 11.12.) 于是只要假定 S 
位于矩形 R 中，且 S 与的边界仅在点 〜=( 一 1， 0 ) 与5 2 = (1， 0) 相交就可以了. 



图 11. 11简单闭曲线 S 位于由 A , P 2 , 图 11. 12矩形 V 同胚地映射到[ — 1， 1] X [—1,1] 

Ji 与 J 2 所围成的矩形之中 


这样在 i ? 中， S 构成两条从 &=( 一 1， 0) 到& = (1， 0) 的弧.我们把这两条弧分别记 
为义与考虑在 i ? 中连接 a = (0, —1) 到6= (0， 1) 的 


垂直线段 L . 由定理11.6,我们就可得出结论， L 同 S ' 与 
S " 都 相交. 不失一般性，我们可以假定沿着 L 从 a 移动到 
L 在与 S " 相交之前就已经与 S ' 相交•设 c / 是当我们沿 L 从 a 
移动到6时 L 与 Y 的第一个交点，而设&是最后一个交点. 
(见图 11. 13.) 

我们断言 L 与 S " 在 V 与6之间相交.否则我们就沿着 L 
取一条先从 a 移动到？，再沿着夕从^到 〆 ，最后沿着 L 
从 V 到6的道路， 记为 aLa ， S f b ， Lb ， 这条道路在 R 中从 a 移 
动到6时可能与 S " 不相交.（见练习 11.14.) 但由定理 



图 11.13 当沿 L 从 a 移动到6时， 

点^与&分别是同义的 
第一个与最后一个交点 
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11.6，这是不可 能的. 因此 i 与 S 〃在 V 与6之间 相交. 然后正如我们沿着 L 从^移动到6 — 

样，设/是 L 与 S " 的第一个交点，而设 6" 是最后一个交点_ 

.考虑点 c 位于 L 上 V 与 a " 之间的中点.于是得出 c 既不位于 S ' 上，也不位于<'上，因此 c 
在 R 2 中位于 S 的分支 之中. 设 U 是包含 c 的 R 2 — S 的分支，我们断言 U 是有界的 • 

为了证明 U 是有界的，采用归谬证法，假设它不是有 界的. 由定理 11.7 和11.8, L 7 是道 

路连通的，而由于 (7 是无界的，所以在 U 中，我们可以找到一条从 c 到 i ? 外部的道路 J 5 •设 
〆 是在 P 上，它与的边界相交的第一个点，点 〆 既在尺边界的下半部，又在尺边界的上半 
部. 假设 〆 在 i ? 边界的下半部.设 Q 是在尺的边界上从 a 移动到 〆 的一条道路.借助与以上 
同样的记法上的方便，道路从 R 的下部到上部，且与 Y 不相交（见练习 11. M )， 这 
就与定理 11. 6矛盾.再假设 〆 在尺边界的上半部.设 Q ' 是在只的边界上从 〆 移动到*的一 
条道路，那么道路 从尺的 下部到上部，且与 S " 不相交.（见练习 11.10 
这也与定理 11. 6产生矛盾.于是无论在哪种情况一 〆 在边界的下半部，还是 〆 在尺边界的 
上半部一我们都导出了矛盾，因而17是有界的. 

由于 S 是此平面的一个有界子集，由此可得 R 2 _ S 有一个无界的分支.因此， R 2 — S 至 
少有两个分支，一个有界，一个无界，这蕴涵 R 2 — S 不是连通的 • ■ 

在若尔当曲线定理证明的以下这一部分，我们来证明 S 是 R 2 — S 每个分支的边界. 

证明 （ S 是 R 2 _ S 每个分支的边界） 首先注意到，定理 11.8 蕴涵， R 2 — S 的每个分支是 
一个 开集. 设 V 是这样一个分支.由于 R 2 — S 的其他分支都是开集，于是得出 VUS 是闭的， 
因而 CKV ) CVUS . 而 Int ( V )= V ， 由于 V 是开的，因而 Cl ( V )— Int (\ OCS ， 藴涵 3 VC = S _ 

因此 R 2 — S 的每个分支的边界，是 S 的一个子集.我们要证明的是， R 2 — S 的每个分支的边 
界等于 S . 我们通过引出矛盾来加以证明. 

为此，设 V 是 R 2 — S 的一个分支，并假定 V 的边界不等于 S . 因此， 3 V 是 S 的一个闭真 
子集.于是得出，在 S 中存在一条包含的弧 A . 我们考虑以下两种 情况： V 分别是有界的 
和无界的. 

首先假定 V 是有 界的. 设 B 是在此平面中的，一个大得足以把 VUS 包含在它的内部的 
闭球.由定理9_14,存在一个收缩 r : A •由 

rr ( x ) 若 x e C 1( V ) , 

fU ) - . 

x 若 a : 6 B — V 

v 

来定义 /: B — B . 

注意到 C 1(\0 和 B — V 是 B 的闭子集_此外 CiaOflCB —\0 CZA ， 且对于 a ： eA ， r ( x )= x . 
粘合引理蕴涵/是连续的.而当限制在 B 的边界圆周上时，/等于 1. 因此定理 11.9 蕴涵/是 
满射.然而从/的定义可得，在/的象中没有 V 中的点，于是就出现了一个矛盾. 

再假定 V 不是有界的.设 B 是在此平面中的，一个大得足以把简单闭曲线及 R 2 — S 的所 
有有界分支都包含在它的内部的闭球.由这个证明的第一部分可知，至少存在 R 2 — S 的一个 
有界分支，把它记为而由定理 9. 14,存在一个收缩 r : 由 


咖= 二 


若 X 6 CKV ) n 

若 x e b-v 



嵌 


入 
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来定义 g : 

函数 g 是连续的，而且当限制在 B 的边界圆上时， g ■等于1_定理 11. 9蕴涵 g 是满射. 

然而从 g 的定义可得，在 g 的象中没有 U 中的点 • 因此在这种情况下同样出现一个 矛盾. 

因此 S 是 R 2 — S 每个分支的边界_ ■ 

在若尔当曲线定理证明的以下最后一部分，我们来证明 R 2 — S 有两个分支.以下，我们 

仍然使用证明的第一部分中所用的同样的步骤和记号 • 

证明 （ R 2 — S 有两个分支）设 U 是 R 2 —S 的有界分支，它的存在性已在证明的第一部分 

确认 • 假定存在另一个有界分支 W ， 我们来推出一个矛盾，从而得出 R 2 — S 有一个有界分支 
的结论_由于 R 2 — S 还有一个无界分支，于是就得出 R 2 — S 有两个分支的结论. 

考虑在尺中由给出的弧 A _ 它从 R 的下部移动到上部，且与 W 是分 
离的.（见练习 11.15.) 点& =( — 1， 0) 与& = (1， 0) 不在 A 之中.由于 A 是闭的，在此平面 
中，存在中心分别在&与&，且与 A 分离的开球战与氏.由证明的第二部分可知 ，点 A 与 s 2 
位于 W 的边界 • 因此，在 BiHW 与压 AW 中分别存在点別与叫.设％是氏中的一 条从々 
到切 1 的道路，设 M ' SW 中的一条从叫到叫的道路，设^是执中的一条从叫到^的道路. 
那么道路力是 R 中的一条从 h 到&且与 A 不相交的道路 • 这就与定理 11. 6 相矛盾 • 
因此，在 R 2 — S 中只有一个有界分支，因而若尔当曲线定理证明得以 完成. ■ 

以下是一个与若尔当曲线定理紧密联系的非分隔 定理. 我们要求你在练习 11.16 中加以 

证明. 

定理 11.10 设 A 是平面上一段弧，那么 R 2 _ A 是连通的，且 A 是 R 2 — A 的边界 • 

证明见练习 11. 16. ■ 

11 . 2节练习 

11.10 证明定理 11.8: 设 *7 是平面的一个开子集.那么， t / 的分支是此平面的开子集. 

11.11 证明定理 11.9: 设 D 是平面上的圆盘.如果/: D — D 是连缤的，且对于任一 X 6 S 1 ， /(^)=工，那 
么/是满射.（提 示： 用非收缩定理 .） 

11.12 在定理 11. 6的证明中，请说明对函数 F 不动点 （ s % 坐标的每种情况，=1，广=一1及广= 
1，你是如何推出矛盾的. 

11.13 请为若尔当曲线定理证明 R 2 — S 不是连通的那个部分，提供以下断言的 论证： 点^与々是 S 位于 A 
up 2 上仅有的两个点，而 s 上的其余点位于 a 与之间. 

11.14 请为若尔当曲线定理证明 R 2 — S 不是连通的那部分，提供以下断言的 论证： 

(1) L 与 V 和6之间的 S " 不相交，道路与 S " 不相交. 

(2) 道路与 S ' 不 相交. 

(3) 道路 aiVsWLcfyQi 与 S " 不相交 • 

11.15 请为若尔当曲线定理证明 R 2 — S 有两个分支的那部分，提供以下断言的 论证： 弧 
与 W 是分离的. 

11.16 证明定理 11.10: 设 A 是平面上的一段弧.那么 R 2 — A 是连通的，且 A 是 R 2 — A 的边界.分以下三 
个部分来进行 证明： 

I 

I 

(1) 证明： 如果 C 是拓扑空间 X 的一个闭子集，那么， C 的补集的边界是 C 的一个子集.由此证 
明 3(R 2 — A ) 匚尤 



236 


第章 


(2) 证明： R 2 — A 是连通的.（提 示： 所用的论证，与若尔当曲线定理证明 S 是 R 2 _ S 每个分支的边 
界的论证相类似 .） 

(3) 证明： AC ： a ( R 2 — A ). (提 示： 假定 A 不是 3( R 2 — A ) 的一个子集，并论证在 A 中为什么必定有 
一个点，具有与 R 2 _ A 枏分离的一个开球邻域，然后解释这为什么是不可能的 •） 


11.3 数字拓扑和数字图像处理 


数字图像已经成为交换可视信息的一种基本手段.数字照相机的 照片、 本书中的图表、 
电子计算器屏幕的图形，及在球场记分板上的显示屏，都是以数字化方式构建或提供图像的 
例子.数字图像处理这一领域，涉及数字图像的构建、存储、处理和提供.在数字图像处理 


的每一个方面，存在涉及拓扑概念和工具的许多问题和课题.例如， 

(1) 在构建数字图像时，如何能确保现实世界特征之间的空间关系在它们的数字化表示 
中准确地加以描述？ 


(2) 在存储数字图像时，对图像结构的特征，是否允许有比每个个别像素更有效的方法？ 

(3) 在以数字化方式来变换图像时，图像的拓扑格局如何能得以保持？ 

在本节，我们考虑问题（2)，并为数字图像提出一种有效存储过程给出拓扑结论.这些 
结论包括数字版本的若尔当曲线定理.我们以下所介绍的内容，根据来自 [ Kha 3] 的结论. 

本节的拓扑平台是数字平面，即由两个数字轴取乘积而得到的一个空间.在 1.4 节中， 
我们曾经介绍过数字平面，在那里借助集合的基 


{m,n} 

{{m + a,n) \a =— 1,0,1} 

B(m r n) = J 

{(m，w +W I 心 =—1,0,1} 

{ (m + a，n + 6) | a,6 = 一 1,0,1} 


若 m , n 均为奇数 
若 m 为偶数， n 为奇数 
若 m 为奇数，《为偶数 
若饥，〃均为偶数 


我们以前曾指出，它是定义在 ZXZ 上的拓扑空间. 

我们把数字平面记为 Z 2 . 对于 （ m ， n ) eZ \ 我们称 B ( m ， n ) 为包含 （ m ，？ i ) 的最小 
基 元素. 我们对图 11. 14中的某些基元素作些 说明. 在说明时，对在数字平面中每种同类型 
的点，使用不同的符号 • w ， n 均为奇数时，形如 （ m ，72) 的点称为开点，我们把它们记为 
O . 每个这样的点是此数字平面中的单点开集.当72均为偶数时，点 （ m , 72) 称为闭点， 
我们把闭点记为*，用来反映点 * 的最小基元素在它周围包含8个点这一事实.坐标一奇一偶 
的点 （ m ， n ) 称为混合点，我们把混合点记为♦或♦， 

和正下方的一些点这一 事实. 类似的情况，对记为 ♦ 

的点也成立. 

数字平面也可以作为具有标准拓扑的 R 2 的商空 
间而 得到. （见练习 3.32.) 因此由于平面是道路连 
通的，而数字平面是在对应的商映射下平面的连续 
象，于是可得出，数字平面是道路连通的.事实上， 

给定在此数字平面上的两个点，我们可以如图 11. 15 


用♦反映点♦的最小基元素包含它正上方 

0參0鲁0鲁0鲁0參0參0 

♦睾♦奈♦奈♦来♦来♦奈 ♦ 

o ♦ _ ♦ o ♦ ___ ♦ • o 

y.»Tv!y!»S**. •：**.* V 

♦来 ♦来♦来来 If 来 ♦ 

*y.- .! '• ^v • 1 •'!X •. . *-；. 

o ♦ o ♦ o ♦ o • 參 ♦ o ♦ o 

• : - a ,： 乂， •• ••••’ •）、.::• .* ; ■ *r*; x :.•••• 

♦来♦来♦来♦来♦奈 ♦来參 

0鲁0鲁0鲁0鲁0番0鲁 o 

图 11. 14 数字 平面的基元素 



所示，定义一条道路/: [ o , 1] — Z 2 , 以追踪从一点到另一点沿着铅直、水平或二者兼有的 
方向运动的踪迹.（见练习 11. 17.) ♦0鲁0鲁0鲁0鲁0 

数字平面的子空间，由所有被称 * ♦ 

为可见屏的开点所组成，我们把它记 [___ _ 

为 V . 在我们的数字图像处理模型中， 0 1 * _ *♦*♦*♦*♦ 

可见屏对应于在数字图像显示中像素 • o 

的集合 • 即它对应于我们在一个数字 *♦★♦*#*♦*♦ 

图像上确实所看到之物.可见屏是此 图 11.1 S 在数字平面给出两个点，它们之间存在一条道路 

数字平面的稠密且为开的子集，且它作为一个子空间，传承了离散拓扑.由于同时包含闭点 
和混合点，于是提供了一种可视结构，它把一些像素相连，并在建模和研究数字图像的性质 
时，允许使用拓扑概念和结论. 

以数字平面作为我们模型的平台，让我们考虑前面已提过的存储问题.在图 n . 16中， 
涂上灰色的部分，我们用来表示在可见屏中封入1 X 1，3 X 3, 5 X 5 像素阵列的数字平面中的 
点的集合. 


在图 11.16 中周围的集合，分别 
由 8, 16, 24 个点所组成.通常可以 
证明，开点的阵列可以被此数字 
平面中的周围个点的集合封在其 
中. （见练习 11.23.) 因此，如果要 
存储规模为 1000 X 1000 像素的蓝色方 
形区域的数字图像，那么，既可以存 
储100万个蓝色像素之中每一个的位 



图 11. 16封入像素阵列的数字平面上点的集合 


置，也可以在此数字平面中存储 8000 个周围点的位置，以表示在可见屏中对应的被封人的点 
是带蓝 色的. 显然，用周围点集而不是整个被封人的集合来操作，是一种节省存储量的方法. 

那么，当转为考虑更一般的数字图像时，这种原理被推广为什么呢？我们把一张数字图 
片建模为一族区域，使得在每个区域中，每个点有同样的 颜色. 我们很想知道，我们是否能 
用周围的点集取代这些区域，而仍能唯一确定这些 区域. 按照这种方式，我们能通过仅仅存 
储周围的点集和颜色的信息，而缩小存储一张图片所需要的空间.由于此图片的区域，由周 
围的一些集合唯一确定，我们就能从所存储的信息来重建此图片.本节的其余部分，介绍数 
字拓扑的某些结论，有助于回答这个问题. 

在图 11. 16中，周围集合中的每一个集合，作为此数字平面的一个子空间，都传承了一种拓 
扑，正如在 3 . 3节中所介绍过的，容易看出，每个这样的子空间都是一个数字圆.对于偶整数 
n >4, 数字圆已被 定义. 它们由下列方式 得到： 取数字轴的子空间{1，…， n +1}， 再把端点1 
与 n +1 粘合在 一起. 在图 1 L 17中，我们表示出了数字圆 C 4 , （： 6 与&，以及它们 的基. 

定义 11.11 设 X 是一个拓扑 空间. X 中的 一条数字简单闭曲线 ，是 X 的与一个数字圆 
同胚的子空间. 
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例 11.2 图 11.18 中的4点集合 A ， 是一条数字简单闭曲线，但4点集合 B 却不是 • B 
传承自数字平面的子空间拓扑，是离散拓扑 • 

0 鲁0鲁0鲁0鲁0鲁0鲁 

♦ 来 • 来 • * ♦ 来 # 来 ♦ * 

O O ♦ ♦ O .看 : o 修 o ♦ 

♦ 来 ♦ 来 ♦ 来 ♦ 来来♦来 

A B 

0 鲁0鲁0番0譽0鲁0鲁 

图 11. 17数宇圆 C 4 , （^与<： 8 图 11. 18集合 A 是一条数字简 

单闭曲线，但 B 不是 

若尔当曲线定理 指出， 每条简单闭曲线把平面 R 2 分为两个分支，其中每个分支以此简单 
闭曲线为它的边界.因此，在平面上一条简单闭曲线 S ， 确定了两个被 S 所围的区域，而这 
两个区域都确定了 S ， 由于 S 可由对每个区域取边界而得到.我们在此数字平面上所寻求的 
区域和周围的点集，就是这种类 型的. 在数字平面上存在数字简单闭曲线相应的若尔当曲线 
定理吗？ 一 会儿我们就会看到，回答是肯定的，但存在镜像上的差别. 

考虑在图 11. 16中的3条数字简单闭曲线，以及在图 11. 18中的一条数字简单闭曲线，直 
接可看出，这些集合中都把此数字平面分为两个连通的子集.此外，在图 11. 16中的3个例 
子中，数字简单闭曲线，是每个分支的边界，这种分支是分隔此数字平面而得到的集合.相 

反，在图 11.18 中的数字简单闭曲线 A , 不是此数字平面上它的补集的每个分支的边界.（见 
练习 11. 18.) 

于是，我们不能得到与标准版本的若尔当曲线定理完全对应的数字版本的若尔当曲线定 
理.然而我们有以下的定理： 

定理 11.12 (数字若尔当曲线定理） 设 A 是在数字平面上的一条数字简单闭曲线，那 
么 A 把此数字平面分为两个 分支. 此外，当且仅当 A 是此数字平面的一个闭子集， A 是每个 
分支的边界. 

我们不给出定理 1 L 12的证明，尽管用本书中迄今为止所提出过的工具和概念，这是不难办 
到的.对这条数字简单闭曲线上点的个数，采用数学归纳法的证明方法，在 [ Kis ] 中给出.这 
一归纳法证明的第一步，是提出4点数字简单闭曲线，随后的情况，是以下定理的 结论： 

定理 11. 13 每条由 （ m — 1， W )， （ m +1， w )，（ m ， tz — 1) 与 （ w ， n + l ) 所组成的 4 点 
数字简单闭曲线，其中两个点是开点，另两个点是闭点. 

证明设 A 是 4 点数字简单闭曲线，用定理 11. 13容易得出，集族 

fl A\ip 9 q) 6 A } 

是 A 上子空间拓扑的一组基.由于 A 与数字圆0 4 同胚，这组基必定包括两个交于一对点的3 
点集合.这种情况可能仅在 A 包含 （ m — 1， n ) 与 （m + 1, rz ) 或包含 （ m ， 《 — 1 ) 与 （ m ， 

”+1)时出现 • 于是所得到的3点集合，必定交于一对开点，它们分别为 （ m，n — 1) 与 
( m , 72+1) 或 (m — 1, n ) ( m +1， n ). ■ 

由定理 11. 13 可得，4点数字简单闭曲线，必定出现于图 11.18 中的集合 A 或它旋转90 
度的 情况. 再设我们有一条4点数字简单闭曲线 
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A = { (m — 1 ， n) ， （m + 1 ， n) ， （ m，w — 1) ， （ m，rz + 1) }• 

如果我们设 QzUm ， n )} 而 C 2 = Z 2 — ( AU { (饥， 《)})， 那么直接可证明，（^与匕是’ 2 中 

A 的补集的 分支. 这样就对 4 点数字简单闭曲线验证了定理 11. 12. 

若尔当曲线定理的标准版本与数字的主要差别在于，在标准平面上的一条简单闭曲线， 
自然是它的补集的每个分支的边界，而在数字平面上的一条数字简单闭曲线’当且仅当数字 
简单闭曲线是一个闭集时，才是它的补集的每个分支的 边界. 值得注意的是，在标准平面上 
的一条简单闭曲线必定是一个闭集.（见练习 11.21.) 与数字若尔当曲线定理截然不同，对数 

字简单闭曲线来说，就要考虑两种可能性，一种为闭，另一种为非闭_ 

以下的定理给出了一个简单的条件，以确定数字简单闭曲线是否为数字平面的一个闭子集 • 
定理 11.14 设 A 是在数字平面上的一条数字简单闭曲线，那么，当且仅当 A 不包含任 

意开点时， A 是此数字平面的一个闭子集. 

证明 见练习 11. 22. ■ 

例如，图 11. 16中的每条数字简单闭曲线，仅由闭点和混合点组成，因此每条曲线都是 
此数字平面的一个闭子集.然而在图 11.18 中的数字简单闭曲线 A 包含两个开点，因而 A 在 
此数字平面上不是闭的. 

在数字平面上给出一条数字简单闭曲线，它的补集由两个分支组成_下面我们来证明， 
与标准版本的若尔当曲线定理一样，这些分支中一个是有界的，而另一个则是无界的 • 首先 
定义有界的含义. 

定义 11. 15数字平面的一个子集 A 是有 界的， 如果对于任一 （ m ， n )6 A , 存在 M 6 
Z +， 使得丨 ? n |< M ，| n |< M , 否则称 A 为无 界的. 

换句话说，当数字平面中的一个子集 A ， 被包含于以原点为中心的一个正方形内时 ， A 
是有界的. 

定理 11.16 如果 A 是在数字平面上的一条数字简单闭曲线，那么它的补集的一个分支 
是有界的，而另一个分支是无 界的. 

证明 设 A 是在数字平面上的一条数字简单闭曲线.由于 A 仅由有限个点所组成，因此 
A 是有界的.因此它的补集至少有一个分支必定是无界的.设 M 6 Z + 对于任一 Cm ， n ) 

满足 | m |< M ，| n |< M , 并设 B 与是由 

B = {( m ， n ) 6 Z 2 = Z 2 -B 

定义的集合. 

直接可证明是连通的，此外 AHB *=0， 于是 f 被包含于 A 的补集的一个分支之 
中.于是得出， B 包含 A 的补集的另一个分支，因而此分支是有界的. ■ 

如果 A 是在数字平面上的一条数字简单闭曲线，那么我们称 A 的补集的有界分支为 A 的 
内部，并记为 Ins ( A ); 称 A 的补集的无界分支为 A 的外 部， 并记为 OuKA ). 数字若尔当曲 
线定理指出，当且仅当 A 是数字平面的一个闭子集， A = 3(Ins(A)) 且 A = 3(Out(A)). 

再设我们有一个数字图像，即在像素的一个阵列上所显示的 图像. 与此图像相应，我们 
在此数字平面定义可见屏V的一个分拆史.在此分拆中的每一个集合，对应于图像的一个区 








分隔 < p * 中的集合_ 

总之，我们有以下存储和恢复一个数字图像的过程： 

(1) 给出一个数字图像，定义可见屏的一个分拆，使得在此分拆中的每个集合，对应于 
在此图像中一个具有固定颜色的区域- 

(2) 为了存储此图像，构建由此分拆所确定的卡通.（我们还可以通过指明在此卡通中每 

I 

条数字简单闭曲线的哪一侧有哪一种颜色，来存储颜色的信息 •） 

(3) 通过对可见屏与在数字平面中此卡通的补集的每个分支取交，来恢复此分拆 • 

通常被我们认为是连通和连续的现实世界，对它实现数字化表示的挑战，需要有一种把 
图像“离散化”为数字形式的手段，而同时又存在一种连通性的结构，使现实世界的拓扑关 
系得以保持.数字平面就为上述过程提供了一种有效的模型，它由以下两部分组成，一是用 
于表示图像的完全不连通的、开的且稠密的可见屏，另一是提供连通性的，构成不可见结构 

的闭点和混合点. 

欧氏空间已成为拓扑学训练的一个主要阵地，但是由于我们过分依赖交换、提供和解释 
信息的数字化过程，因此在我们所研究的对象中，重要的是要把数字空间包括在内 • 


11. 3节练习 
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11.17 给定数字平面上的两个点，证明：存在连续函数/: [0， 1] — Z 2 ，以追踪从一点到另一点沿着铅直、 
水平或二者兼有的方向运动的踪迹. 

确定例 11. 2中的数字简单闭曲线 A 的补集的每个分支的边界_ 

(1) 考虑图 11.20 中所示的数字平面的 4 个 6 点子空间.对每个 6 点子空间，说明此子空间拓扑的一 
组基，并证明在这些集合中，没有一个是数宇简单闭曲线 • 

(2) 证明： 在数字平面中没有6点数字简睾_峯参♦參来 
单闭曲线. 

(3) 证明： 对于任一偶整数 n >8, 在数字平 
面中存在一条 n 点数字简单闭曲线. 

(4) 证明： 在数字3维空间，即通过取3个 
数字轴的乘积而得到的空间 ZXZXZ 
中，存在一条6点数字简单闭曲线. 

11.20 (1) 证明： 在数字平面中，环绕一个开点的8点集，是一条数字简单闭曲线. 

(2) 证明： 在数字平面中，环绕一个闭点的8点集，是一条数字简单闭曲线. 

(3) 证明： 在数字平面中，环绕一个混合点的8点集，不是一条数字简单闭曲线.这样的集合分隔此 
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图 11. 20这些6点集合中没有一个是数宇简单闭曲线 


数字平面吗？ 

11.21 (1) 证明： 如果 S 是平面 R 2 的一条简单闭曲线，那么， S 是此平面的一个闭子集_ 

(2) 为什么你在 （1) 中的证明不能用来证明以下的 命题： 如果 A 是数字平面中的一条数字简单闭曲 
线，那么 A 是此数字平面的一个闭子集. 

11.22 证明定理 11.14: 设 A 是在数字平面上的一条数字简单闭曲线，那么，当且仅当 A 不包含任意开点， 
A 是此数字平面的一个闭子集. 

H . 23设 A 是在数字平面上的一个开点的 nX / z 阵列. 证明： a ( Cl ( A )) 是由 8 n 个点所组成的一条数字简单 
闭曲线. 
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纽 结 


本章我们叙述纽结的理论 e . 我们回忆起，一个纽结是圆周到 R 3 上的一个嵌人/: S 1 — 
R s . 如图 12. 1 所示， 一 个纽结能不穿过自身地变形为另一个纽结的话，我们称这两个纽结是 
等价的.两个等价的纽结，称为是同一类 型的. 稍后，我们对这种等价性给出严格的定义. 

纽 结理论诞生于 19 世纪 中叶. 高斯 （1777 — 1855) 和他 
的学生 J . 利斯廷 （1808 — 1882) 都曾对纽结理论的早期研究 
做出过贡献.利斯廷的著作“拓扑学的初步研究”（术语“拓 
扑学”就是在这时首先被使用的）包括了有关纽结分类问题 




的讨论. .图12, 1这两个纽结是等价的 

19世纪的大部分科学家全都曾坚信，整个空间充满了一种称为“以太”的看不见的物质 •苏 
格兰物理学家 W . 汤姆森 （1824 — 1907) (亦称为开耳芬勋爵）曾假定，在以太中，原子仅是纽结状 
的旋涡（像吸烟者吹到空气中的烟环一样).每个不同的纽结，被认为与不同的元素相对应 • 


受到汤姆森猜想的推动， C . 麦克斯韦 （1831 — 1879) 和 G . 泰特 （1831 — 1901) 研究了 


纽结的性质，同时，泰特对不同纽结的目录进行了探讨，最终发现，纽结目录表的相关程度 
不如元素周期表那么好.此外，由于迈克耳孙-莫雷试验（1887)，以太不存在已成为显而易 
见的结论了，因而，就对原子的这种模型给予了致命的打击.但是直到那时，人们还仅仅是 
从数学的观点对纽结的分类产生很大的兴趣，并在这个方向继续进行研究. 

在20世纪初期，随着拓扑学基础的发展，数学家就能够建立纽结的理论了.此后，许多 

数学工具已建立，并把它应用于拓扑学这个最活跃的领域之-纽结理论. 

纽结理论的最基本的问题，是如何识别两个纽结是等价的.给出两个纽结的图形，我们希望确 

I 

定，当这些纽结被绑在一根线上时，是否能对其中一个纽结重新安排，看起来像是另一个纽结. 

证明两个纽结不是等价以一种方法，是使用与纽结有关的，称为不变量的量.不变量依 


赖于纽结的类型，而不依赖于它的特定的形状.当我们存在两个具有不同不变量的纽结时， 
就知道这两个纽结是有区别的. 

在 12.1 节，我们介绍合痕，并用它给出纽结等价的严格定义.在 12.2 节中，我们介绍 
赖德迈斯特运动，它是我们在保持纽结类型的一种纽结射影（纽结的一种图形）上实现的运 


0 knot 的流行译名除了纽结，还有扭结.前者把它当作名词，后者把它当作动词.本章的标题是 knots ， 当然译为纽 
结了.而纽结理论是这样一门学科，它研究3维空间中一条简单闭曲线所构成的图形，通俗地说，就是把一根绳 
子打结而成的图形的数学表示.——译者注 
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动.赖德迈斯特运动为我们提供了证明下述命题的直接手段，这个命题说，我们定义的不变 
量，确实是与纽结的类型无关的_在这一节中，我们还将引入环绕数，它是对作为组成一族 
纽结的构形，即环绕加以区别的一种不变量.在 12.3 节中，我们引入纽结的多项式不变量， 
它曾经是20世纪20〜30年代的一项创新，但在20世纪 S 0 年代它神奇地得到了 推广. 最后一 
节我们介绍纽结在 DNA 和合成化学中的某些应用 • 

12. 1合痕和纽结 

在 9.1 节，我们介绍过在两个连续函数 X — Y 与 X — Y 之间的同伦 F : XXJ—Y 
的概念，它是使得 FU , l )=/( x ) 且 FU ， l) = gU) 成立的连续函数 FU ， 0 . 当坐标从 
0变为1时，函数 F 从/变为士在纽结理论中，我们对一种特殊的同伦感 兴趣. 

定义 12.1 同伦 F : XXJ — Y 称为一个合痕，如果对于 I 中的任一“ F | XXU} 是一个 
同胚. 

在合痕 F : XXJ — Y 中，当 i 改变时，我们认为此合痕，是定义在 X 上的一个单参数的 
同胚族 F | xxu 卜 

例 12.1 用 FU ，0 = U + l )： c 来定义 F : R 2 X J ^ R 2 . 当 f = 0 时， F 正好是 R 2 上的恒 
等映射.但当£从0增加到1时，在 R 2 中的每个以原点为起点的向量，在长度上伸长到这个 
合痕的端点，那时它们的长度全都为原来的两倍.（见图 12.2.) 

我们可以认为， 一 个合痕是当空 R2x/ / 4 ____pap 
间 X 的拓扑不改变时它的一个 变形. , 

我们感兴趣的是， 一 个空间 Y 在另一 1 

C( • •• •； • • • • • •. - •>>}. /•>*<j<•>«*• <• <■«<•><•>>：• ■ • ： v :::•: i:〆:::::: 

个空间 X 的两个嵌入，是否能通过包 # 、 ，/ 

含它们的空间 X 的一个合痕相互变形 

呢？在这方面，我们来确定两个嵌人 0 
等价究竟意味着什么 * 图 12 . 2 合痕 F 把每个向量的长度都伸长到两倍 

定义 12.2 设/: 和尽： Y _— X 是空间 Y 到空间 X 上的 嵌入， 那么，如果存在一个合痕 

F ： X 乂卜 X ， 使得对于任一 成立 F(x ， 0)=工，且对于任一 yGY ， 成立 F(f(y) ， l)=g 

( y ) 9 我们就称/与 g 是环绕空间合痕的.空间 X 称为环绕空间，而函数 F 则称为环绕空间合痕. 

如果 F : XXI — X 是一个环绕空间合痕，那么，当限制〖= 0, F 正好是 X 上的恒等映射, 
它使 X 中的所有点保持不动.但当限制时， F 把在/下的一个点的象，映成此点在 g 下之 
象的同一位置.环绕空间合痕使整个空间 X 以连续方式变形，使得函数/最终变形为函数士 
还应注意，虽然条件 FU ， 0)=工与 F (/( jO , 1)=^(^) 看来是十分不同的，但第一个 
条件蕴涵 F (/( 3 ；)， 0 )= f ( y ). 所以我们可以认为这些条件 蕴涵: 在时刻〖=0, F 把/( 30 映 
成 / O )， 而在时刻/=1， F 把/(3；)映成 〆 y ). 

尽管环绕空间合痕的定义说起来有些罗嗦，但它却抓住了橡皮膜几何学的实质.当环绕 
空间变形时，第一个嵌人的象，缓慢地变形为第二个嵌入的象.请注意，由定义可知，第一 
个嵌入的象，与第二个嵌入的象同胚. Y 的一个同胚拷贝，在每个阶段于环绕空间合痕中出 
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现，而我们就会看到它从初始形态到最后形态的一段影片 • （见图 H 3.) 环绕空间合痕，定 
义了在空间 Y 到空间 X 的两个嵌入之间的一种等价 关系. （见练习12_ 3.) 



图 12. 3 —个合痕类似于变形的一段影片 

例 12.2 用 /( 仍 = (co 必， sin^) 来定义/: S 1 —R 2 . 在 R 2 中，这个嵌入把圆周映成它自 
身的一个拷贝.再定义尽 (们 = (2co 必， 2sin0). 在 R 2 中，这个嵌入，把圆周映成中心在原点、 
半径为 2 的圆周.显然，我们可以把第一个嵌入变形为第二个嵌入.（见图 12.4.) 但是，一 
个明确的环绕空间合痕究竟是什么呢？我们可以使用上一个例子中的合痕来加以说明.也就 
是取由 FU ，/) = G +1) 工所 定义的 F : R 2 X I - R 2 . 这是一个合痕，由于在 I 中，对于 ，的一 
个固定的值， F | r 2 x { z } 是平面到自身的一个同胚， 



m 12.4 一个合痕把半径为1的圆周变形为半径为2的圆周 


然而，当就有 F (: r , 0)= x , 所以它是一个恒等 映射. 最后，当时，我们有 

F(/(^),l) = (1 + 1)/ ⑼ =2/ ⑼ = gdd). 

因此，事实上此圆周的两个嵌入，都是环绕空间合痕. 

例 12.3 已知一个环绕空间合痕 F: R 3 XI — R 3 ， 它把球面 S 2 变形为如图 12.5 所示的嵌 
入球面 S . 

函数 F | r 3 xw 是恒等映射，它是一个 同胚. 函数 F | R 3 X ⑴把 球面映成嵌入球面 S . 我们不 
给出 F 的明确的表 达式. 为一个特定的环绕空间合痕，给出它的表达式通常是困难的，或者 
是不可能的，尽管从图形上看来是明显存在的. 

现在，我们希望把环绕空间合痕的概念应用于 纽结. 为了避免出现某些变态的情况，我 
们假定此纽结可以如图 12.6 所示，通过让有限多根小棍以端对端地连接在一起的方式来实 

现. 我们把它称为 折线状 纽结. 我们把这些小棍称为折线状纽结 的边， 而任何相邻的一对边 
交于一个 顶点. 



® 12. 5 通过一个环绕空间合痕，球面 S 2 变形为嵌入球面 S 图 12. 6由一些棍构成的纽结 





任何一个光滑的纽结，可以用由多根短棍所构成的折线状纽结以任意接近的方式逼近， 
所以，考虑折线状纽结而不考虑光滑纽结，这是无关紧要的 * 

由于我们使用了有限多根棍，从而使我们能 
避免像图 12.7 中所出现的所谓紊乱的嵌入纽结 • 

这些纽结存在奇怪的性态，与我们从这些纽结所 
获得的直觉相违背. 

在数学上，纽结理论所考虑的范围，是研究 图 12 . 7 我们不作考虑的素乱的嵌入纽结 

圆周 S 1 到 R 3 的各种嵌人.如果我们能把一个纽结以不穿过自身的方式变形为另一个纽结， 
我们就希望这两个不同的纽结是等 价的. 如何能使这种关系严格地加以确定呢？ 

定义 12.3 两个纽结 /， g : S 1 — R 3 是等价的， 如果它们是环绕空间合痕的 • 一 族等价 

的纽结，称为 一种纽结型. 

设: R 3 XJ — R 3 是由嵌人/， 义 — R 3 给出的纽结之间的环绕空间合痕_条件 H ( x ， 
0 )=x 确保 H 是从恒等映射 开始. 条件 H (/(： c )， l )= g ( x ) 确保到那时 H 就能把由/所给 
出的纽结，变形为由 g 所给出的纽结.对于第二个坐标〖的任何固定值，此合痕必定是一个同 
胚的事实，就能避免纽结在变形时出现穿过自身的 现象. 

例 12.4 在图 12.8 中所示的所有纽结是同一纽结型的，这是由于，通过 R 3 中的环绕空 
间合痕，其中任一个纽结都可以变形为其余每个纽结. 

我们采用环绕空间 R 3 的一个环绕空间合痕的理由，是为了避免在图 12.9 中所出现的， 
使一个纽结的一部分折叠起来的变形.由于这种变形， R 3 的一部分，在最后阶段被折叠成为 
一 个点，在 R 3 中的一个环绕空间合痕，不能出现这种折叠 • 




图 12. 8这些纽结是同一纽结型的 图 12. 9我们不允许折叠 


特别地，我们借助对一个纽结如何穿过空隙而变形的可视化方式，并把变形的全过程牢 
记心中，来画出一个环绕空间合痕，整个环绕空间合痕与此纽结一起变形，因而此纽结也不 


能穿过自身•（见图 12. 10.) 



图 12. 10 —系列的变形表明初始的纽结与最后的纽结是等价的 


我们还假定，此合痕是所谓逐段线性的.这是为了在一个纽结变形为另一个纽结时，避 
免可能出现穿过一个紊乱纽结的现象.从一个折线状纽结到另一个折线状纽结的一个逐段线 
性环绕空间合痕，可以通过对此纽结所进行的以下一系列的两种运算来实现（见图 12. 11.): 
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(1) 用此纽结的另两条边替换一条边，使得所围成一个三角形的三边与第一边一起，都 
与此纽结相交. 

(2) 用此纽结的一条边替换另两条边，使得所围成一个三角形的三边恰好与前两条边一 
起，与此纽结相交. 

我们把这些运算称为此纽结上的三角形移动.显然，每种这样的移动，都保持纽结的类 
型，由于它可以按图 12. 12所示的方式，让一个环绕空间合痕，通过连续穿过三角形到另一 
边或另一些边的方式，使此纽结变形来 实现. 



图 12. 11在一个逐段线性环绕空间合痕 图 12. 12源于一个环绕空间合痕的三角形移动 

中，对一个纽结进行的一些运算 

所有的纽结都由有限条线段构成的事实，虽然值得牢记心中，但我们不强调这一点，对 
于你来说，我们允许它使你本人确信光滑纽结已画出，而我们所描述的环绕空间合痕，可按 
照逐段线性的版本来理解. 

当提到纽结的整个等价类时，使用纽结这个术语是很方便的.例如，当两个纽结不在同 
一等价类时，我们就称它们是相异的.当一个纽结在同一等价类时，我们称它是平凡的，此 
时，这个纽结由以下嵌入给出，这个嵌人把 S 1 映成 R 3 中在平面上的，中心在原点、半径 
为1的圆周上.仅当可能确实出现混淆时，我们才回过来指出纽结的类型. 

为了跟踪与纽结和对它所进行的运算，我们使用称为纽结射影的纽结图形.在3维空间 
中，给出一个折线状纽结，我们就可以把它投影到一个平面上的一条闭折线上.所得到的平 
面曲线，称为此纽结的射影.一个射影称为正则射影，如果 

(1) 在此射影上没有一个点，与此纽结上多于两个以上的点相对应. 

(2) 在此射影上仅有有限个点，与此纽结上两个点相对应.这些点称为此射影的二重点. 

(3) 与此纽结的一个顶点相对应的二重点不存在. 

在图 12. 13中，我们画出了导致未能成为正则射影的几种射影. 



m 12.13 未能成为正则射影的几种射影 


如果一个纽结的射影不是正则的，我们只要在投影前稍微移动一下这个纽结，就可以使 
之成为正则 射影. 我们称这样放置的纽结，为相对于此射影的一般位置，而在这里，尽管我 
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们无法陷入技术细节，难于使你本人确信我们总是可以这样 来做. 例如，如果有一个顶点投 
影到一个二重点，在空间中只要让此纽结稍作移动，就会让此顶点离开此二 重点. 让纽结稍 
作这样的 移动， 不会改变纽结的类型 • 因此，每个纽结有一个正则 射影. 

在平面上，一个纽结的正则射影以拓扑图的形式出现 • （见图12_14.)此纽结的被投影的顶点， 
与此射影的二重点一起组成此拓扑图的 顶点. 如果在此纽结一条边的射影之中没有二重点，那么它 
是这个拓扑图的一 条边. 另一方面，此纽结的被投影的边，被此二重点所对应的顶点分为新的边. 

一 个纽结的射影所包含的信息不如原来的纽结那么 丰富. 对于一个二重点来说，我们不知 
道在此纽结两条对应的链中，与此射影平面更接近的是哪一条.然而在每个二重点，如图 12. 15 
所示的一个纽结 射影， 是这样一种正则射影，它包括对于这个投影平面来说，哪一条链跨越另一 
条链的一个迹象.纽结的射影还可称为示 意图. 给出一个纽结射影，在3维空间中，我们可以作 
出一个由此纽结射影表示的纽结.此外，由已知的纽结射影所作出的任何两个纽结是等价的. 





图 12. 14在平面上，一个正则射影以拓扑图的形式出现 



图 12. 15纽结射影 


我们把在一个纽结射影中的二重点，称为此射影的交叉. 

一 个平面合痕是平面的一个逐段线性 合痕. 它把折线状的纽结射影，变形为另一个折线状的纽 
结射影，而不改变平面上相应拓扑图的结构. 一 个平面合痕，虽然能使交叉之间的距离伸长或缩 
短，但它不会改变交叉的数量，至于哪些交叉由此射影的哪些边相连接，这种对应关系也不会改变. 

如果从一个纽结射影到另一个纽结射影的平面合痕存在，那么，我们就可以作出 R 3 的在相 
应两个纽结之间的一个适当的环绕空间合痕，因而这两个纽结是等价的.另一方面，两个纽结之 
间的一个环绕空间合痕，未必投影到一个环绕空间合痕.例如，在一个环绕空间合痕的一个射影 
中，我们可以看到在图 12.16 中所示的一个变形.在第三步我们就不再有一个纽结射影了. 



图 12. 16 —个环绕空间合痕经投影不再是一个平面合痕 


当我们用纽结射影来研究纽结时，有一种变形起重要的作用.它就是所谓的赖德迈斯特 
运动.下一节我们对赖德迈斯特运动作进一步的研究. 

纽结理论的首要目标，是寻求区分不同纽结类型的有效手段.在图 12.17 中，我们表示 
了最多达到6个交叉的一族 纽结. 作为包含不超过6个交叉的正则射影的每个纽结，与这些纽 
结之一等价，或与这些纽结之一的镜像等价.（请注意，一个纽结与它的镜像未必等价，在 12. 4 
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节中，我们再对此作进一步的讨论 .） _ 

在图 12. 17的上面一排，第一个纽结是平凡纽结，第二个纽结称为 三叶形纽结， 而第三 

个纽结称为 8字形纽结. 



图 12. 17 —些不超过6个交叉的不同纽结 


众所周知，图 12. 17中的每个纽结是不同的.如果我们把其中一个松开，不把 它割断 _ 
重新系上，那么在把它们重新加以安排以后，看起来就不再与另一些纽结中的任意一个一_ 
了.但是，如何来严格证明这些纽结是不同的呢？而我们恰好又不能让一个纽结松开，然后 
试图把它重新加以安排，使得看起来与另一个纽结相像.我们可能已经失望了 6 年之久，但 
是还不能得出纽结不相同的结论.我们如何能知道再作 5 分钟的努力仍然不能达到目的呢？ 
于是，我们就寻求与给定的纽结相应的，且与纽结类型无关的一个不变量_有各种不变 
量可用于鈕结的研究，其中一些是数值（见 12. 2节），一些是多项式（见 12. 3节），而另一 
些是代数群.在所有这些情况中，最重要的是，如果已知两个纽结对一种不变量有不同的值， 
就能立刻知道它们是不同的纽结. 

但是，人们如何能看出一个已知的候选不变量，是否确实是一个不变量呢？要说明两个 
纽结之间的环绕空间合痕，并未导致此不变量的值改变，这通常是太难 办了. 可能的环绕空 
间合痕实在是太多了，而且即使在最简单的例子中，方程也变得难于处理. 

幸而，我们通过用纽结射影，并对它们应用赖德迈斯特运动后，这项任务就神奇地得以 
简化.下一节我们将对上述这些想法进行讨论. 

12. 1节练习 

12.1 对于下列每种情况，求两个已知嵌入之间的环绕空间合痕： 

(1) 由 /( x ) = ( x ， X )及 g ( x ) = (: r 2 ， ： r ) 定义的函数/， g : I — R 2 . 

(2) 由 /( x ) = ( x ， x ) 及 hU ) = ( Q ， X 、 定义的函数/， A : R 2 . 

12.2 证明： 如果 F 是嵌人/，之间的一个环绕空间合痕，那么，/与作为把 Y 映射到 X 的一个函 
数 g 是同胚的. 

12.3 证明： 一个环绕空间合痕，定义了在把空间 Y 嵌入到空间 X 的集合上的一个等价关系. 

12.4 画出一系列的草图，请说明在图中的第一个纽结可以变形为第二个，而第二个鈕结可以变形为第三个. 
12.5 在图 12. 18中确定哪些纽结是等价的，并猜测哪些纽结是等价的.（我们可以通过寻求一系列描述从一 
个纽结到另一个纽结的环绕空间合痕的图形，来证明这两个纽结是等价的.然而，正如本书已指出过 
的，我们没有方法证明两个纽结不等价 .） 
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图 12. 18 哪些纽结是等价的 

12.6 纽结理论通常把一个纽结看作是在 S 3 中的嵌人，而不是在 R 3 中的嵌人_正如我们已看到的，我们可 
以认为 S 3 是 R 3 U { oo } 的单点紧化，所以恰好存在此两个空间的一个单点差集.添加这个单点而得 
到 S 3 的优点，是所得到的环绕空间是紧致的，此结果被证实是有用的.请证明，如果在 R 3 中两个纽 
结是等价的，那么，它们在 S 3 中也是等价的 • 

12.2 赖德迈斯特运动与环绕数 

假设用两个纽结射影来表示等价的纽结，那么，必定存在一个由第一个射影所表示的纽 
结，到由第二个射影所表示的纽结的环绕空间合痕 • 然而，要确定这种合痕是否存在是困难 
的，由于这些合痕给我们的活动余地太大了. I 927 年，赖德迈斯特（18 93 — 19 H ) 通过 
证明一个命题使这个任务得以简化.这个命题说，由两个不同的纽结射影所表示的，纽结之 
间的一个环绕空间合痕的存在性，等价于一系列称为赖德迈斯特运动的存在性，这种运动把 
我们从一个射影引向另一个 射影. 赖德迈斯特运动分为以下三种类型 - 

第一种赖德迈斯特运动，如图 12. 19所示，使我们能对一个射影打上一个结或解开一个 
结.请注意，这样确实不会改变纽结的类型. 

_ o 」?一 或_ ◊ 

图 12. 19 第一种赖德迈斯特运动 

至于第二种赖德迈斯特运动，我们如图1 2 . 2 0所示，把相邻的两根线之一滑向另一根线 
之下，或反过来，我们把一根线从另一根线之下滑出，形成相邻的两根线 • 图 12. 20所示的 
两种运动，实际上是相同的.把右边的图旋转180度，就得到实质上表示左边运动的图•显 
然，经过第二种赖德迈斯特运动，纽结的类型得以保持. 

而对于第三种赖德迈斯特运动来说，让一根线在两段线之上滑动并通过交叉，就形成如 
图 12. 21所示的交叉. ' 



图 12. 20第二种赖德迈斯特运动 图 12. 21第三种赖德迈斯特运动 

如果我们从底下一根线的角度来考察图 12.21 中的运动，然后在图示的运动中，让底下 
的一根线在由另两根线所形成的一个交叉之下运动_于是，如图所示的第三种运动，可能包 
括一根线在一个交叉之下的运动.此外，第三种运动可能还包括线在组成此交叉的两根 
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线之间，通过一个交叉的运动. 

接下来，我们介绍一个重要的结论——赖德迈斯特定理，正如我们随后将看到的，它使 
我们能够验证所定义的不变量，确实是能判断纽结类型的不变量 • 

定理 12.4 (赖德迈斯特定理）两个纽结是等价的，当且仅咨存在平面 合痕， 以及把一 
个合痕的纽结射影引向另一合痕的纽结射影的有限 序列. 

证明正如我们前面已提及的，平面合痕和赖德迈斯特运动不改变纽结的类型，所以立 
即.可得出，如果通过一系列的平面合痕和赖德迈斯特运动两个纽结射影相关联，那么，它们 
表示等价的纽结. 

再假设两个纽结射影与等价的纽结相对应.我们要证明，存在一系列的平面合痕，和一 
系列的从一个纽结射影到另一个纽结射影的赖德迈斯特运动. 

我们假定这两个纽结都是折线状的，因而与对应纽结射影有关的拓扑图，由与这些顶点 
相连的线段所组成.由于所表示的两个纽结是等价的，所以，存在一个把一个纽结，变形为 
另一个纽结的，从 R 3 到 R 3 的逐段线性环绕空间合痕.由于此合痕是逐段线性的，因此根据 
定义，我们能由一系列的三角形运动，来实现在这个纽结上的紧致性. 

只要此环绕空间合痕的每个阶段的射影是一个纽结射影，那么，我们只能随着平面合痕 
前进. 当平面合痕的一个阶段不产生一个正则射影时会出现什么情况呢？可以证明，在本质 
上会出现三种情况. 

考虑如图 12. 22所示的三角形 移动. 在阶段 （ c ) 与 ( e ), 射影不是正则射影.当在阶段 
( b ) 与 （ d ) 之间的三角形移动的变形进程经过阶段 （ c ) 时，所导致的射影是第三种赖德迈 
斯特 运动. 而当在阶段 （ d ) 与 （ f ) 之间的三角形移动的变形进程经过阶段 （ e ) 时，所导致 
的射影则是第二种赖德迈斯特运动. 



图 12. 22第二种与第三种赖德迈斯特运动在图示的三角形移动时出现 


在图12. 23 中，我们表示了一种环绕空间合痕的射影不是正则射影的三种情况.在阶段 
( c )， 由于边的射影如图所示，我们就没有正则射影 • 当变形从阶段 （ a ) 开始，直到阶段 （ e ) 
结束（反之亦然），射影的各种改变，都是第一种赖德迈斯特运动. 



图 12. 23当三角形移动按图示的方式来配置，就出现第一种赖德迈斯特运动 

这样当三角形移动在一个示意图上被投影时，它们就导致一系列的平面合痕或赖德迈斯 
特运动 • 因此，如果两个纽结是等价的，那么通过一系列的平面合痕或赖德迈斯特运动，我 
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们就能够实现从第一个纽结的纽结射影到第二个纽结的纽结射影的转换. 

除了纽结，我们还要考虑环绕. 

定义 12.5 —个环绕是在 R 3 中一组圆周的一个後入.两个环绕被认为是等价的，如果借 

助环绕空间合痕，一个环绕可以变形为另一个环绕.每个被嵌入的圆周称为此环绕的 分支， 

而如果此环绕有 n 个分支，就称为是一个 《分支环绕 • 

图 12. 24描述了两种很著名的环绕，怀特黑德环绕和博罗米恩环绕.前者是2分支环绕，后者 
是3分支 环绕. 在意大利文艺复兴时期，博罗米恩环绕出现于博罗米安家族的族盗的装饰之中 • 

对于纽结（以及正则射影、赖德迈斯特运动及赖德迈斯特定理等）所提出的所有概念和 
结论，在此时都适用于环绕_存在一种容易计算的，称为环绕数的不变量，利用它可以对两 

个环绕相互加以 区分. 下面我们就对此作一些介绍 • 

设 L 是一个2分支环绕.环绕此分支，我们选取一个运动 方向. 我们称此方向为一个定 
向， 通过在此分支上放置一个箭头来表示.在环绕的一个特定的图示上，每个交叉出现于图 
12.25 中的两个图中之一 • 

两个不同分支之间所出现的每个交叉，用+ 1或 一1 来标记，这由图1 2 _2 5 中的配对 （1) 


或 （2) 而定.我们把一个交叉 c 的标记记为 Kc ). 

定义 12.6 — 个有向2分支环绕 L 的图示的环 绕数由 

lk(L ) =备 

c 

给出，其中的和取遍与此环绕有关分支的所有交叉 c 

例 12.5 我们来确定在图 12. 26中所出现的有向环绕 L 示意图的环绕数. 



图 12. 24 怀特海环绕和 

博罗米恩环绕 


图 12. 25在一个定向环绕的投影上 

可能出现的交叉 


图 12. 26带交叉标记的 

有向环绕 L 


标记为+1的交叉有4种，标记为 _1 的交叉有两种，一个分支与它自身之间的交叉不加 
标记.所以， lk ( L )=+ ( + 1 + 1 + 1 + 1 —1 —1) =1. 


环绕数是对于与一个已知有向环绕有关的环绕射影来定义的.以下的定理说明，环绕数 
确实已对有向环绕恰当地定义，且与环绕射影的选取无关.据此，此定理蕴涵环绕数是有向 
环绕的一个不变量. 

定理 12.7 如果两个有向环绕是等价的，那么，它们的所有示意图都有相同的环绕数. 
证明 我们必须证明，如果等价有向环绕有两个环绕射影，那么，由每个环绕射影所计 
算出来的环绕数是相同的.与纽结射影一样，如果两个纽结是等价的，那么，它们的环绕射 
影，通过一系列的平面合痕和赖德迈斯特运动相关联.而平面合痕并不改变交叉，因而不影 
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响环绕数.因此，就足以证明，此环绕数不受赖德迈斯特运动的影响- 

假设我们作一个第一种赖德迈斯特 运动. 它既不能使单个分支与它自身之间的交叉消失， 
也不能增添 交叉. 然而，它不改变此分支之间的交叉 • 所以，此环绕数不受第一种赖德迈斯 
特运动的影响. 

假设我们通过第二种赖德迈斯特运动，把一根线从与它相邻的一根线之下 滑出. 如果这 
两根线来自同一个分支，那么环绕数就不会改变.如果这两根线来自不同的分支，我们就添 
加标记为+ 1和一 1的交叉.由于在环绕数中，对各个+ 1和 一1 求和，这就使环绕数仍然不 
受影响.同样，如果我们通过第二种赖德迈斯特运动来消除不同分支之间的两个交叉，而我 
们所消除的，是标记为+ 1和标记为 一1 的交叉，因而环绕数保持不变. 

最后，如果我们作一个第三种赖德迈斯特运动，环绕数也不会改变.由于我们只是移动 
了所标记交叉的位置，所以不会改变这些标记的 总和. 

总之，赖德迈斯特运动使环绕数保持不变，因而所有等价有向环绕的示意图，都有同样 
的环绕数.所以，环绕数是有向环绕的一种不变量. ■ 

例12_6 考虑图 12.27 中所示的一些环绕.环绕： T 称为两 个分支的平凡环绕. 它的环绕 
数为 0. 在此图中间的环绕 M ， 它的环绕数为+2或 一2， 取决于定向的选取.因此，环绕 M 
不是平凡环绕. 

怀特海环绕 W 的环绕数也为0,因此， W 与平凡环绕没有区别，但是， W 与环绕 M 有区别. 


T 





图 12. 27 丁和 W 的环绕数与 M 不同，但： T 和 W 的环绕数相同 


12. 2节练习 

12.7 确定一系列的赖德迈斯特运动，使得把我们从图 12.28 所示纽结的第一种射影引向第二种射影. 
12.8 用环绕数来区别图 12. 29所示的两个纽结. 

12.9 用环绕数来说明，图 12. 30所出现的环绕不是这两个分支的平凡环绕. 




图 12. 28第一种射影如何转换为 

第二种射影 




是不等价的 



图 12. 30说明这个环绕 

不是平凡环绕 


12.10 用环绕数来 证明： 图4_ 20所示的两个环绕是等价的，再甩此结果 论证： 图 4. 19所示圆环的两个嵌人 


之间的环绕空间合痕不存在. 



纽 


结 
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12.11 证明：在图 12. 31中的两个3分支环绕是不等价的 • 




图 12. 31证明这两个环绕不等价 

12.3 纽结多项式 

W . 亚历山大 （1888—1971) 在他1928年的论文“纽结和环绕的拓扑不变量”中，对 
纽结引人了一种多项式不变量.有了这种不变量，就有可能通过证明它们存在不同的相应 
多项式，来对纽结加以区分_然而，亚历山大多项式在区分时受到限制，它允许存在不同 
的纽结，但它们却具有相同的亚历山大多项式.在20世纪80年代， V . 琼斯发现了一种新 
的多项式不变量，现在称之为琼斯多项式.这就导致可以加以区分的纽结的数量神奇地增 
加.由于引人琼斯多项式，就发现了许多新的多项式不变量.以下我们用 L . 考夫曼的方法 
来介绍琼斯多项式. 

假设我们要为纽结和环绕枸建一种多项式不变量 * 我们假定它是一个劳伦多项式，这意 
味着多项式中变量的指数，既可以是正整数，也可以为负整数.我们希望能对一个已知的纽 
结射影，来求出这个多项式.然而，由于它是一个不变量，因此与特定的射影 无关. 我们需 
要知道，它不受纽结射影改变的影响. 

上一节我们发现，一个已知纽结的任何两个不同的射影，与一系列的赖德迈斯特运动有 
关.所以，如果我们能从一个纽结射影构建一个多项式，使得它不受赖德迈斯特运动的影响， 
那么，此多项式对于所有的纽结射影来说，就都是一样的了.我们就为这些纽结构建出了一 
种多项式不变量. 

首先，让我们假定，已构建了可从一个纽结或一个环绕射影求出的，含有3个变量 A，B 
与 C 的多项式.最初，对于一个已知纽结的所有射影来说，我们假定相应的多项式是不同的. 
最后，当我们为利用此多项式为定义一个多项式不变量而努力时，就把此多项式化为一个变 
量 A 的多项式.我们把所得到的多项式，称为一个换位多项式，一个已知纽结或环绕射影 P 
的换位多项式，记为 < P >. 为了简单起见，在本节随后的部分，我们所说的“射影”，指的就 
是“纽结或环绕射影”. 

我们假定此多项式符合以下3个 规则： 

规则1: <0> = 1，其中◦是不带交叉的一个平凡纽结射影.这就是说，不带交叉的一个 
纽结射影，有多项式 1. 这是所谓的标准化条件. 

规则2: < P [ JO > = C<P >. 

这个规则指出，把一个额外的非环绕的平凡分支◦加到射影 P 中，等于 P 的多项式乘以 C . 

规则3: <X> = A <)0 + B<X>, <x>=ao<>+^0(>. 
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规则3指出，我们能利用与两个新射影有关的多项式（每个多项式具有的交叉要比 P 少） 

4 而得到与射影 P 有关的多项式.这称为拧成束 关系. 这样的关系有两种，但它们在本质上是 
相同的 • 

规则3的第一个版本指出，给定一个射影，如果我们在其中按照规则所述来安排选取一 
个交叉，而且垂直地切此交叉，以得到一个新的射影，再水平地切此交叉，以得到另一个新 
的射影，那么，这3个射影的这些换位多项式，通过这个等式相关联 • 规则3的第二个版本 
可类似地解释，但请注意，如果我们让第二个版本的每个示意图，都转动 9 0度，就得到第一 
个版本，因而，正如我们已经指出过的那样，此关系的两个版本实际上是相同的.这种拧成 
束关系如何起作用，我们在随后许多场合使用它时就会清楚. 

给出了这些规则，我们就要对5与 C 作出选择，使得所得到的多项式是一个不变量•特 
别地，我们希望它不受赖德迈斯特运动的影响.我们首先考虑第二类赖德迈斯特运动.应用 
换位多项式规则，我们得到 下式： 

<I> = A <x> + B <T\> 

= A [A CO + B < X >] + B[A 00 + B < X >] 

- AA C <> + ABC < X > + BA <)(> + BB CO 
=[ A 2 +ABC + B 2 ] CO + BA <)(> 

为了使此换位多项式不受第二类赖德迈斯特运动的影响，我们就要求 <:([> = <)(>. 由我们 
刚推导出的这个关系式就可得出， BA =1 和 A 2 + ASC + B 2 = 0 成立.原来的3个规则变为 

规则 1: <0> = 1 

规则2: < PUO >= [- A 2 - A ~ 2 ] <PX 

规则3: < X >= A <)0+ A - 1 < X >, < X >= A < X >+ A - 1 <)(>. ' 

由这些新的规则我们就知道，所得到的多项式不受第二类赖德迈斯特运动的影响. 

接下来，我们再来看几个特定射影的换位多项式.然后，我们再回过来考察，此换位多 
项式如何受赖德迈斯特运动的影响. 

例 12.7 用规则1〜3不难验证以下这些换位多项式.在练习 12. 12中要求完成此事. 

<0 0> A 2 — A - 2 
< CO > =- A - 3 <00> =— A 3 

<©> A - 3 <@> — A 3 

例 12.8 现在我们来计算三叶纽结的射影呀的换位多项式.使用规则3，就可以得到以 
下前两个等式，再用规则2和简单的代数运算，就得到第三个 等式： 

<< g >> = a 〈切〉+ a - 1 <^> 

= A [ A 〈切〉 + A - 1 <吵>]+ A - 1 [ A 〈资〉 + A - 1 <^>] 

= A 2 [- A 2 - A - 2 ] < C 0> + 2 < CO > + A " 2 <©> 

而如果我们把例 12.7 中换位多项式的值代入，然后再化筒，我们就 得到： 

<( Q )> = A 2 [- A 2 — A 一 2 ] (― A 3 ) + 2 (― A 3 ) + ( A — 2 ) (― A — 3 ) = A 7 — A 3 — A - 5 • 



因此，射影 ◎的 换位多项式是 A 7 — A 3 — A 」. 

现在我们再回到对换位多项式的赖德迈斯特运动的紧致性进行研究_在第三类赖德迈斯 
特运动下，会发生什么情况呢？对第一种形式的第三类赖德迈斯特运动来说，我们可得出： 

<X> = AOO + A - 1 CIO 

= AOb + A- 1 <>|：> 

= <x> 

由拧成束关系，第一个和第三个等式 成立. 再由换位多项式不受第二类赖德迈斯特运动影 
响的事实，第二个等式也 成立. 如果已知以下事实：即换位多项式不受按我们所选取的 B 与 C 
的第二类运动的影响，那么，就能方便地 推出： 换位多项式不受第一种形式的第三类赖德迈斯特 
运动的影响.类似地可以证明，换位多项式不受第二种形式的第三类赖德迈斯特运动的影响_ 
最后，我们还必须考虑第一类赖德迈斯特运动的紧致性.应用拧成束关系和我们的规则 可得： 

〈 JL > = A <丄> + A - 1 <-°.> 

= A <— > + A - 1 [- A 2 — A - 2 ] <—> 

=_A — 3 <—> 

在此多项式上，第一类运动有紧致性，这引起一系列的问题 • 我们不能得到等式 < JL >=< 一〉， 
这是为了使得在第一种形式的第一类赖德迈斯特运动下，此换位多项式是不变量所需要的. 
类似的情况，在第二种形式的第一类赖德迈斯特运动时也会出现. ' 

为了处理这一争论，我们需要另外的一个称为扭动的概念.利用它就能对此换位多项式 
来定义纽结或环绕的不变量了.此扭动可像环绕数一样来定义.我们仅考虑在一个射影中的 

每个交叉，而不是只考虑那些涉及一个环绕的不同的分支. 

定义 12.8 已知一个定向环绕的一个射影 P，P 的扭 动记为 w ( jP )， 它是当取遍 jP 中所 

有交叉时标记为+1或一 1的和. 

例 12.9 在图 12.32 中，第一个射影的扭动为 0， 而第二个射影的扭动为 7. 

请注意，当我们如图 12.33 所示，在一个射影上实现一个第一类赖德迈斯特运动时，扭 
动增加1或减少 1. 




图 12. 32计算已知射影的扭动 图 12. 33第一种运动使扭动增加1或减少1 

在这时我们已经对射影定义了换位多项式.它不会因第二和第三类赖德迈斯特运动而改变， 
但在第一类赖德迈斯特运动下却会改变.因此，换位多项式对纽结和环绕来说，不是一个不变 
量，由于它依赖特定的射影.我们还定义了扭动，它是定向环绕射影的一种性质.正如在定理 
12. 10已证明的，这个多项式与一个纽结或环绕的特定射影无关，因而是一个多项式不变量. 

定义 12. 9 —个定向环绕射影 P 的考 夫曼 多项式 X ，定义为多项式 X ( P ) = ( — A 3 rw p ) < P >. 
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定理 12.10 考夫曼 X 多项式，是纽结和定向环绕的一个不变量. 

这个定理指出， X 多项式是纽结的一个不变量，无论它们是定向的还是非定向的_而对 
于定向环绕来说， X 才是它的一个不变量 • 引起这种差别的原因焉.，如果纽结的定向改变， 
一个定向纽结的射影的扭动不会改变，但如果在环绕分支之一上的向改变，一个定向环绕 
的扭动就可能会改变. 

证明 为了证明这个定理，我们就要证明，对于一个已知纽结或定向环绕的所有射影来 
说， X 多项式是相 同的. 因此，需要证明它不受赖德迈斯特运动的影响 • 

首先，考虑第二类赖德迈斯特运动 • 我们已经看到，此换位多项式不受第二类赖德迈斯特 
运动的影响.所以此扭动也不受第二类赖德迈斯特运动的影响，由于这些运动要么增加符号相反 
的两个交叉，要么减少符号相反的两个 交叉. 于是 X 多项式不受第二类赖德迈斯特运动的影响. 

接下来考虑第三类赖德迈斯特运动_而我们已经看到，换位多项式不受这种运动的影响_ 
此外第三类运动只是对交叉作了重新安排，而并没有改变其中任意一个交叉上的标记 • 因此， 
此扭动不受第三类运动的 影响. 于是可得出，多项式 X 不受第三类赖德迈斯特运动的 影响. 

最后，当我们实现第一类赖德迈斯特运动时，像图 12.33 中的左边那样，在我们的射影上系 
上一个扣，我们发现此扭动减少 1. 这导致此多项式被乘以一 A _ 3 . 然而由于同样的运动，正如 
我们在以前所导出的关系式 < JL >=— A — 3 〈一〉中所见到的，此换位多项式被乘以一 A _ 3 的一个因 
子.因此，多项式 X 不受第一种形式的第一类赖德迈斯特运动的影响. 

于是可得出，对于纽结和定向环绕来说，考夫曼 X 多项式是一个不 变量. ■ 

例 12.10 我们来计算三叶纽 结哲的 考夫曼 X 多项式.由例12.8,我们有换位多项式 

<^> = A 7 — A 3 — A - 5 . 

射影◎的扭动是一 3. 因此三叶纽结哲的考夫曼 X 多项式是 

X(<^) = (- A 3 ) 3 ( A 7 — A 3 — A - 5 ) =- A ie + A 12 + A 4 . 

有了例 12. 10 的结论，我们现在就可以证明，非平凡纽结是存在的.特别地，我们有以 
下的 定理： 

定理 12. 11 三叶纽结与平凡纽结不等价. 

证明 平凡纽结的考夫曼 X 多项式是1，因而不等于三叶纽结的考夫曼多项式.由于考 
夫曼多项式是纽结的一个不变量，于是可得出，三叶纽结与平凡纽结不等价. _ ■ 

我们已经证得非平凡纽结是存在的.我们不仅证明了这一结论，而且还有了区别许多纽 
结的一种手段.事实上，用考未曼 X 多项式，就可以区别如图 12. 17所示的所有具有不超过 
6个交叉的纽结. 

考夫曼 X 多项式与1984年首先发现的琼斯多项式是等价的.琼斯多项式是用一组规则来 
定义的，它们与定义换位多项式时所使用的3个规则稍有不同，结果是具有分数指数的一个 

多项式.琼斯多项式可从考夫曼 X 多项式得到，不过，其中的 A 要用厂+取代. 

12. 3 节练习 

12.12 计算在例 12. 7中每个射影的换位多项式，并验证在这时所给出的多项式. 

12.13 (1) 计算在图 12. 34左边所示的《分支平凡环绕的换位多项式. 



(2) 计箅在图 12. 3 4 右边所示的 w 分支平凡环绕的换位多项式， 
12. 14 计算图12, 35中所示的射影的扭动 • 


ooo … o 

«分支 


ooo oo 
coo oo 

n 交叉 




图 12 . 34 n 分支平凡环绕与拧成螺旋状的平凡纽结的射影 图 12_ 35 计算每个射影的扭动 

12,15 计算三叶纽结的镜像贷的多项式，它的多项式已在例 12.10 中算出_你计算出的结果对纽结 ◎ 与@ 
蕴涵什么结论？ 

12 . 16 求8宇形纽结（在图11 I 7 中上面一排第三个纽结）的多项式 X . 

12.17 计算两个分支的平凡环绕，以及在图 12 . 3 ? 中所示的每个定向霍普夫环绕的多项式 X . 得出这 3 种定 


向环绕是相异的结论. 

12.18 —个纽结或环绕 L 最初的琼斯多项式 V ( L ) 可通过对多项式 X 作替代 A = 而得到 • 

(1) 求8字形纽结的琼斯多项式. 

(2) 用拧成束关系来证明，琼斯多项式满足拧成束关系厂叩(1^)— wa _)+( r 1/2 — f 1/2 ) va Q )= o , 
其中 L + ， 与 L 是三个相同的射影，除非出现图 12. 3 7 中的那些 部分. 


GO GO 

图 12. 36定向霍普夫环绕 



12.4 在生物化学与化学中的应用 

本节我们考虑纽结理论在 DNA 的酶机能，以及在化学设计上的应用. 

DNA 中的纽结 

在 5.2 节中，我们已介绍过 DNA 的结构，在那里我们曾指出，一个 DNA 分子由两条缚在一起 
的核苷酸链所组成.这两个链彼此紧紧地缠绕在一起，与已经编织成一根细绳索的双股线的长短没 
有什么不同.不管这种高阶结构如何，一个 DNA 分子——像一根绳索——可以建模为单独的又长 
又薄的一串.此外，我们称一个 DNA 分子是环状的，如果分子的一端与另一端粘合在一起.环状 
DNA 分子是常见的，但是，在本节中我们所述的大多数结论，对非环状 DNA 分子也成立. 

正如我们在本书引论中所说过的， DNA 压挤人一个细胞核中的状态，与把200千米的钓 
丝塞人一个篮球中的状况不相上下.因而，与 DNA 缠结有关的问题，对生物组织来说是至关 
重要的.作为一个例子，考虑 DNA 的复制过程.两条核苷酸链从一个 DNA 分子中分离出 
来，而每一条核昔酸链，用于构建一个完整的新的分子的一个模板.由于这些模板一开始就 
紧紧地缠绕在一起，因此两个新的分子天生地缠结在一起.对于它们有用的是，细胞必须能 
把它们分离.这会出现什么情况呢？ 

在细胞的核中，存在能使 DNA 缠结和解开的一些酶.生物学家希望通晓每种这样的酶的 
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机理. 这样一种酶（即拓扑异构酶 n ) 具有 DNA 的两条链，把一条链切断，从另一条的间隙 
穿过，然后让第一条 闭合. 交叉改变的总数，如图 12. 38 所示 • 

<> 

图 12. 38酶使交叉改变 

我们还想知道，这样的运动是否足以使 DNA 解开.以下的定理以肯定的方式回答了这个 
问题： 

定理 12. 12 已知一个扭结射影，存在这些交叉的一个子集，它能被转换成为得到平凡纽 
结的一个示意图. 

证明 已知一个纽结射影 P ， 我们对此转换的交叉定义一个算法，使得所得到的纽结射 
影，与平凡纽结相对应. 

不打结 算法： 在射影 P 上，选取一个非交叉点作为起点，并选取一个运动方向.（见图 
12. 39.) 当我们从起点环绕 P 作运动时，每次我们到达作为第一次的一个交叉，如果它还不 
是一个跨越交叉，就把它改变为相对于我们的位置的一个跨越交叉.（如果我们第二次到达一 
个交叉，它将是相对于我们的位置的一个跨越交叉，而我们让它保持原来的状态）当我们环 
绕 P 的全部路程运动时，继续这个过程，再回到起点. 





m 12. 39对不打结纽结改变交叉 


图 12. 39中的例子，说明了不打结算法如何改变交叉（带阴影的交叉）以产生平凡纽结. 
已知一个纽结射影 P ， 设 P 是对 P 进行非纽结算法所得到的纽结射影.我们断言^是平凡纽 
结的一个 射影. 为此，在 R 3 中我们作一个具有纽结射影 〆 的一个纽结 K ， 然后证明 K 是平凡的. 

假定纽结射影 〆 位于平面上.我们 
作纽结 K ， 使得它朝正下方投影到/^上.因 
此，在 P ' 中的每个点（: c ， 30 之上，我们 
在3维空间中的纽结上选取一个点 （ a :，： y ， 

幻.在此纽结上选取一些点，使得当我们环 __ 

绕 P ' 沿给定的方向从起点开始运动时， z 坐 ■ 

标连续减少，直到恰好在我们上一次遇到一 
个交叉之后，然后增加，使我们的路线回到 

我们在此纽结上所选取的第一个点.（见图 
12.40.) 
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显然， 如果我们把 K 朝正下方投影到 xy 平面，它投影到戶'上.此外，由于 z 坐标照原 

样选取，在示意图上的每个交叉，我们就有 

适当的上交叉/下交叉的关系.最后，由于 

纽结 K 视为已作出，就不难发现， K 所减少 

的 z 部分，与 K 所增加的=部分会变形为组 

成 R 3 中一个平凡纽结的分离的半个圆周. 

(见图 12.41) 于是得出， K 是平凡的，而 图 1 2 . 4 1 纽结 K 变形为一个平凡纽结 

1^是 K 的一个纽结射影. ■ 

作为定理 12. 12的一个推论，为使得每个纽结实现非纽结化，所需改变交叉的数量存在 

最小值. 

定义 12. 13 一个纽结 K 的不打结数， 是对 K 的所有纽结射影而言必须改变的交叉个数的 
最小值，上述交叉的改变，是为了把 iC 的某个纽结射影转换为与平凡纽结所对应的纽结射影. 

例 12.11 在图 12.42 的左边所示的8字形纽结是非平 凡的. （见练习 12.16.) 然而，改 
变一个交叉，就能把它转换为平凡纽结.因此，它的不打结数是 1. 

图 12. 42 8字形纽结通过改变一个交叉就可以成为平凡纽结 

例 12.12 在图 12.43 的左边所示的纽结7 4 ，借助右边所示的两个交叉的改变，可以是非 
纽结的.然而，为了证明它的不打结数是2,就需要证明，它不具有这样一个示意图，对此示 
意图，通过改变一个交叉，就可以作出平凡纽结的一个示意图.尽管可以证明这一结论，但 
是，在这里没有证明它所需的数学工具* 

除了拓扑异构酶 n 以外，还有其他一些 
酶，也能在 DNA 链上实现复杂的作用.当 
这些酶处于分离状态，纽结理论方面的性质， 

可用来对它们的功能进行分类. 

一种酶在实验室里一旦被分离出来 ，就 图 1 2 _ 43 不打结的 A 纽结 

被应用于一族非纽结型的环状 DNA 分子.于是，源于应用的各种纽结被确定，而酶的作用由 
这些纽结推断 出来. 但是如何来确定所形成的纽结呢？它们是如此微小，即使有时可以使用 
电子显微镜来确定单独一个 DNA 分子的纽结，但是，提出有效使用这种方法的分子太多了. 

幸好，生物学家根据分子的物理和化学性质，已经开发出了许多分离它们混合物的方法. 
例如，如果尺寸可变分子的混合物通过一种多孔的材料，不难想象，较小的分子以摇晃的方 
式首先 通过. 一个分子中纠结的程度，也影响在这种材料中通过的能力.在这一种称为凝胶 
电泳的过程中，实验已经证实，对于数量较小的交叉，一个纽结通过多孔材料的速度，与交 
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叉的数量成比例.这种方法已用于把纽结混合物分为组成它的纽结类型.于是，各种类型的 

纽结，由电子显微镜反映出来，从而能够洞察新酶的功能 • 

用于抗肿瘤化学疗法的药品阿霉素，借助传承 DNA 复制的能力（对细胞组成部分来说，是 
不可或缺的），特别能阻止来自非纽结 DNA 的酶.由于肿瘤细胞分裂非常迅速，上述这种效应， 
使它们特别易受伤害，从而使此葯成为一种有效的抗肿瘤药- 

合成化学中的纽结 

除了环状的 DNA 分子以外，许多较简单的分子，也包括环 
状的成键的原子.环状分子的一个著名例子，是在图^ 44 中所 
示的，由6个碳原子和6个氢原子键合而成的苯. 


H 

C 


=C 





C-C 


在化学中，使用许多其他常见的环状分子.而像苯一样，图 12 . 44 苯分子的示意图 
它们以一种不打结的形式出现.然而已知一个具有不打结形式的环状分子， 一 个显而易见的 
问题是，我们是否同样能构建此分子的一个纽结版本.此外，此分子的纽结版本，是否具有 


与不打结版本不同的化学和物理性质呢？ 

近年来化学家首先合成出一种纽结型分子.这样做的一个挑战是，构建一个含有较少 
(与有上百万个原子和简单形式纽结的 DNA 相比而言）原子的纽结型分子 • 1988年施陶博格 
大学的 C . 迪特里希-布赫克尔和 J - P . 索瓦热成为合成纽结型分子的第一批化学家.他们的合 
成过程，需要某些有创意的化学理论，用两个铜离子，让两个分子链保持特定的形状，使得此时 


这两个链相连，而这两个铜离子消失，这样所得到的分子是纽结状的_这个分子由104个碳原 


子、104个氢原子、8个氮原子和14个氧原子组成.在图 12.45 中，画出了这个分子的示意图. 
在此示意图中，每个未作标记的顶点表示，一个碳原子要么与0个、1个氢原子相结合，要么就 
与2个氢原子相结合，使得在每个碳原子周围都有4个键.（每个 
双道的边算作两个键 .） 

自从纽结状分子首先被合成出以来，对开发和研究它们形 
成方法的兴趣持续不减.化学家一旦发现合成纽结状分子的简 
单方法，化学产品的一个新世界就可望形成.每个不同的纽结， 

可能与不同的分子相符，后者是由同一组按同样环状顺序键合 
而构成的原子产生.已知一个特定的环状分子，对不同纽结状 
分子数量的唯一界限，可以由环状分子来确定，这是此分子的 
柔性.区别两个纽结状分子之间的不同，以及确定它们性质的 
过程，对于我们理解纽结及其性质当然是有利的. 

被称为手性的这种性质，在化学中是很有意义的，即使这 
些分子既不是纽结状的，也不是环状的.在其镜像上不重叠的 



图 12. 45首先合成的纽结状 

分子的示意图 


分子，称为具有手性，否则称为非手性.药品萨立多胺是手性分子的一个例子.图 12. 46所 
示的，是 （ R ) 型萨立多胺与 （ S ) 型萨立多胺的示意图.这两个分子借助书页所在平面上的 
一个反映互为镜像.在此图左边的 （ R ) 型萨立多胺与实心带子相连，表明原子 H 在书页所 
在平面的前面；而与虚线的带子相连，则表明 C 8 H 4 0 2 N 基在此平面的后面 .（ S ) 型萨立多胺 



指右旋型的.——译者注 
指镇痛.——译者注 

指 （ S ) 型即左旋型萨立多胺，——译者注 

据统计，“反应停”致畸的案例全世界达17 000例以上，是20世纪最大的药害事件.-— 
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的情况是反转.如果我们试图通过旋转 （ R ) 型萨立多胺，来把它迭加到 （ s ) 型萨立多胺之 
上，使得原子 H 与每个 C 8 H 4 0 2 N 基一致，于是，这两个分子余下的部分，完全不连成一线. 

因此，萨立多胺是一个手性分子. 


c 8 h 4 o 2 n 、、. 


h 2 c 


CH 


C =0 

/ 


NH 




H 2 C 


CH 


C =0 


c 8 h 4 o 2 n 


NH 


( R ) 型萨立多胺 


( S ) 型萨立多胺 


图 12. 46 ( R ) 型萨立多胺与 （ S ) 型萨立多胺分子 

化学家充分认识到手性的重 要性. 手性分子与它的镜像，有类似的物理性质，与非手性 
分子有类似的交互作用，但是，它们与另一些手性分子却可能有引人注目的不同反应‘萨立 
多胺 （ “反应停”）是一个经典的 例子. 在20世纪50〜60年代，它曾被指定为孕妇用药，以 
减轻孕妇怀孕初期时的恶心 .（ R ) 型©萨立多胺在这方面 @ 确实是有效的，但此药 @ 却很快引 
发了导致出生缺陷的一个 浪潮、 现在已广为人所知，罪魁祸首正是 （ S ) 型萨立多胺，因此， 
对此药提出了剂量的限制，以应对这些不幸效果的出现 • “反应停”的病例，在以下两方面引 
起了 关注： 一 是手性化合物的生物化学，另一是采用更严格的药物安全报告书 • 

如果我们考虑纽结状的分子，那么，就恰好面临来自纽结理论方面重要的手性问题.例 
如，如果由一个纽结所表示的分子，与它的镜像不等价，那么，此分子当然是手性的.因此， 
研究一些纽结与它们的镜像等价是有意义的. 

一 个纽结 K 的镜像，通过在 R 3 中一个平面 上取尺 的镜中影像而 得到. 立即可证明，此 
镜像的纽结类型与平面的选取无关.如果我们有 K 的一个示意图，且在此示意图的平面上求 
K 的镜中影像，那么就可得出 结论： 通过改变所有交叉的手段，就可以把 K 的示意图，转换 
为所产生镜像的示意图.（见图 12.47. ) / 

在图 12. 10中，我们表示出了从8字形纽结 J /) \ r ^/) I 

开始的 变形. 如果你在图示的最后一步旋转180 { V / ^ M 

度，并再让此纽结稍作变形，容易看出，你以变 

形开始时此纽结的镜像而告终.因此，8字形纽 , _ 

结与它的镜像是等 价的. 另-方面，三叶 纽结哲 ® 12 ' 47 一个纽结及其镜像的減图 

与它的镜像 ◎有 相异的考夫曼 X 多项式，因而彼此不等价.（见例 12. 10和练习 12.15.) 

定义 12.14 —个与它的镜像等价的纽结，称为是兼手 性的. 否则，此纽结称为是手 性的. 

我们可以用考夫曼 X 多项式，来帮助确定一个纽结是否为手性的.首先，我们有以下的 
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定理，它表明一个纽结的考夫曼 X 多项式，与它镜像的多项式有关： 

定理 12.15 设 K 是一个具有考夫曼 X 多项式 P ， 如果 K * 是 K 的镜像，那么，的考 

夫曼 X 多项式，可通过在 P 中以 A _1 替代 A 而得到- 

证明 见练习 12.23. ■ 

从定理 11. 15可得，如果一个纽结的考夫曼 X 多项式，在以 A - 1 替代 A 时改变，那么， 
此纽结和它的镜像不等价，因而此纽结是手性的.在以 A — 替代 A 时不改变的多项式，是旋 
转对称的，这是多项式的一种性质，定义 如下： 

定义 12. 16 一个多项式 

“n a— … A - 出 + …+ + a n A n 

称为旋转对称的，如果对于任一 j = l ， …， W 都有 

于是，如果一个多项式的系数朝前或朝后看都一样，那么它是旋转对称的 • 显而易见， 
当且仅当多项式 

a -„ A~ n 十 a — wA - # 1 + … + a n ^ x A n ^ 1 + a n A n 

在以 A — 替代 A 时不改变，那么它是旋转对 称的. 

于是，我们就得到下述定理 12. 15的推论. 

推论 12.17 如果纽结 K 的考夫曼 X 多项式不是旋转对称的，那么 K 是手性的_ 

推论 12. 17形成有关纽结手性及纽结状分子的一种简单的检验法.按照这种途径，就有 
可能使用来自拓扑学和纽结理论的基本理念，以区分分子之间的 差别. 

合成用于化学的化合物，并对它们加以区分是合成化学的重要 方面. 确定所得到化合物的 
性质也很有意义.在 13. 2节中，我们将说明拓扑图如何用于协助人们来预测分子的性质的. 

12. 4节练习 

12. 19请描述对在一个 n 分支环绕的环绕射影中的交叉加以改变，使得结果是一个具有《分支的平凡环绕的 
环绕射影. 

12. 20确定在图 12. 48中所出现的那些纽结的不打结数. 

12. 21 证明： 在图 12.49 中的每个纽结的不打结数至多为 2. 





图 12 . 49 证明每个纽结的不打结数至多为 2 


12.22 画出与图 12.45 中的纽结状分子有关的纽结的草图.然后通过画出这两个纽结之间的变形，来确定在 
图 12 . 17 中所出现的纽结与上述有关的纽结等价. 

12. 23证明定理 12.15: 设 K ■是一个具有考夫曼 X 多项式 P ， 如果是 K 的镜像，那么，的考夫•曼 X 
多项式，可通过在尸中以替代 A 而得到.（提 示： 首先证明此结论对于换位多项式成立，然后证 
明它对考夫曼 X 多项式成立 .） 

12. 24 证明； 图 12.17 中最上面一排的最后一个纽结 5 2 是手性的. 
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图论与拓扑学 


在本书的引论中我们就已指出，欧拉为哥尼斯堡七桥问题提出解决方案之时，可以认为是 
拓扑学这一领域诞生的日子.同样也可认为，它是图论这一领域的起点，当然，这两个领域之间 
存在部分重迭，而此重迭又是这两个领域各自的子学科，因此称为拓扑图论是很恰当的. 

在 13. 1节，我们考虑图与它的某些性质.在 13. 2节，我们提出在化学中有关定量结构 
关系性质方面的一个应用，其中分子的结构形态（例如，图的模型），用于预测分子的性质. 
在 13. 3节，我们给出与图的嵌人有关的重要问题和结论.在最后一节，我们引进交叉数和图 
的厚度的概念，还将讨论在电子线路设计中的一个应用. 

13. 1图 

本节将介绍与图有关的某些基本性质和结论.随后，我们以图为工具来形成适用于解决 
哥尼斯堡七桥问题的一些概念. 

在图论中，把一个图 G 抽象地定义为顶点的一个有限集以及作为顶点无序偶{奶， 
v 】} 的有限集 E g . E g 的元素，称为 G 的边. 

人们认为，在拓扑图论中，一个图是由两个有限集所组成，一个是被称为 G 的顶点的集合 
Vg , 另一个是连接顶点的边的集合反.每条边是这样得到的：先在 R 中取一个有界闭区间，再 
把它的一个端点与顶点14相粘合，而把另一个端点与顶点％粘合在一起.（见例 3.17.) 

图论中的抽象图，与拓扑图论中的拓扑图有明显的对应关系.在本章，我们对抽象图与拓扑图 
不加区分，都使用图这个术语.在需要关注它们的差别时，从上下文就能对它们的含义一目了然. 

设 G 是一个图，如果 e 是在 G 中以％ 与％为顶点的一条边，那么，称 e 和顶点％与％ 
为相互关 联的. 而称 e 为与顶点％ 与％ 相邻 接. 

重要注记 在本章的许多地方，我们往往通过从一个特定的图中删去顶点或边的方法来 
构建一个图.在此时，当我们从一个图删去一条边时，不必删去与此边邻接的项点，但已被 
我们明确指出的除外. 

一 个图是一个紧致的豪斯多夫空间.（见练习 13.1.) 因此，在一个图中的单点集是闭集. 
特别地，每个顶点作为一个单点集是闭的. 一 个图中的每条边是此图的一个紧致子集，这是 
由于，它是在一个连续函数（把边和顶点粘合在一起的商映射）下的一个紧致空间的象.由 
于图是豪斯多夫的，于是可得出，每条边是此图中的一个闭子集. 

例 13.1 完全图和完全二部分图是两族重要的图 • 《个顶点的完全 图是有 72个顶点和一 
族边的图 K „， 其中每对相异的顶点，由单独的一条边相连.（见图 13.1.) 
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n 个顶点的完全图可为“握手问题”建模，这个问 题是： 如 果”个 人彼此握手，握手的总 
次数是多少？ 

完全二部分图 1^，„是一个有 m + n 个顶点的 
图，它可分为分别具有 m 个与 n 个顶点的集合 
与 V „， 使得 

C 1) 每条边把 V m 中的一个顶点，.与 K 中的 
一 个顶点相连. 

(2) 每对顶点与由单独的一 
条边相连. 

完 全二部分图的例子，已在图 13.2 中表示出来- 

图 iC 3 , 3 可为一个广为人知的称为“三项公共 
设施问题（简称气水电问题）”的，与钢笔和纸打 
交道的难题建模，这个问 题问： 三个住宅是否能 
与三项公共设施（燃气、自来水和电气）相连，而这些住宅和这些设施之间没有线路的交叉. 
这相当于问， K 3 , 3 是否能嵌入平面.在 13.3 节中，我们将进一步讨论这个问题_ 

定义 13.1 设 G 是一个图，对于每个顶点 t ； GG ， w 的度定义为与 I 关联的边数.如果幻 
与自身相连，边数以2计. 

我们可以认为， 一 个顶点^的度，是沿着与^ 

关联的那些边而到达^的不同路径的个数. 

例 13.2 在图 13.3 中，在这两个图的每个琐 
点处，我们对度作了标记. 

例 13.3 在?2个顶点的完全图上，每个顶 
点的度为《_1_在完全二部分图上，有 m 个 
度为 n 的顶点，它们把图的边，与度为 m 的 n 个顶点相连. 

对于图来说，等价性定义如下： 

定义 13.2 图 G 与图 G ' 是同构或图等价的， 如果存在相应顶点集合之间的一个双射函数 
/： V G ^V G ' ? 使得对于任一幻， vu^V G , 在 G 中连接 t ； 与 ze ; 的边数，与在 G ' 中连接 /( tO 与/ 
(^)的边数相等.这样的函数 /，称为图同构. 

已知一个图同构/，立即可看出，/导致一个同胚/%它把图 G 映射到图并把 G 的 
顶点双射到<^的顶点.与此相反的情况也成立.特别地，我们有以下的 定理： 

定理 13.3 设图 G 与夕分别具有顶点集 V c 与如果存在把 V 。双射到的一个同胚 
hi G ，那么（^与（^是同构的，而由〜(力)所定义的函数 / iy : Vc - 是一个图 同构. 





K 2 


4 




4 


图 13.1 完全图 K 2 , iC 3 , ^与尺 





^ 2.3 




图 13. 2完全二部分图&, 5 , K 2 , 3 与 JC 3 


证明 见练习 13.3. ■ 

如果我们放弃定理 13. 3中的一个 假定： A 把 G 
的顶点集双射到 G ' 的顶点集，那么，未必能得出 G 
与以是 同构的结论.例如，图 13 .4中的两个图是 
同胚的，但不同构. 

概括以上的定义、定理和例子，对于图 G 与 



图 13. 4图 G 与以 是同胚的， 
但不同构 
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G \ 我们有两种等价 概念： 

(1) 拓扑 等价： 图 G 与 G ' 是同 胚的. 一 

(2) 图 等价： 通过把图 G 的顶点集双射到 图^的 顶点集的一个同胚，图 G 与 G ' 是同 


胚的. 

通常我们允许图有 平行边 （与一对顶点相联的两条或多条边） 和圈 （与一个顶点自身相 

连的边）.但是我们对不出现上述情况的图也很感兴趣： 

定义 13.4 —个图称为是简 单的， 如果它没有平行边和圈- 

在图 13. 5中，图 G 与 G 2 是简单的， G 3 与 G 4 则不是 • 



图 13. 5前两个图是简单的，后两个图则不是 


定理 13.5 如果 G 是一个图，那么存在一个与 G 同胚的简单图 G '. 


证明 设 G 是一个图.按以下的步骤来构建一个新图对于 G 中的每条边6连接顶 
点 V 与 V r ， 再添加两个相异的顶点奶与仍，并用3条相异的新边^与^来取代6使得 
^同 tr 与 h 相连，&同％与％相连，而^同％与 t/ 相连. （见图 13. 6. ) 这样所得到的图 
G ，， 与简单图 G 是同胚的. ■ 



G 



图 13. 6 


添加一些边和顶点以构成一个简单 




定义 13.6 设 G 是一个图，与 t / 是 G 的顶点. 从 t / 到 v ' 的一个通道， 是一些顶点与边 


的交替序列， 

v = Vo ^e 0 9 Vi ^ei •” ， t^i-i-i ，幻 ” =t / ， 

4 

使得对于任一 i = 1 ，…， n — 1， 边匕 .同 ■^与 a + i 相连. 

以下的定义引进了在图论中感兴趣的一些不同类型的通 道：. 

定义 13.7 设 G 是一个图. 

(1) 一个闭 通道， 是起点与终点为同一顶点的通道. 

(2) —个没有重复边的闭通道，称为一个 回路. 

(3) —个没有重复（第<个和最后一个顶点除外)的回路，称为十个环 . < 

例 13.4 在图 13_ 7 所示的图中，与以下的按顺序的边 ,1 〜 7 ■相对应的通遒是一个回路， 
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但不是一个环，而与按 1 〜 4 的顺序的边相对应的通道是一个环_ 

定义 13.8 设 G 是一个图. 

(1) 如果 G 没有环，那么我们称 G 是无环图. 

(2) 如果 G 至少有一个环，那么 G 的围长，是在 G 的任意 

环中的最小 边数. 

例如，如果 m ， 那么完全二部分图 ^的 围长为 4, 
而如果 n >3, 那么，完全图的围长为 3. 

以下的定理提供了确保一个图至少有一个环的 条件： 


2 


1 


5 



6 


图 13. 7 


一 个回路 (1-7) 
与一个环 (1 — 4) 


定理 13.9 如果一个图 G 中的每个顶点的度至少为2，那么在 G 中存在一个环 • 

证明取 G 的一条边〜.设 t ；。 和 巧是与☆关 联的顶点.如果叫=巧，那么结论就已经 


成立，由于那时％， e 。， 巧是一个环. 否则，设 e : 是与切关联且不等于 e D 的一 条边. 这是 
不可能的，这是由于每个顶点的度至少为 2. 再设仿等于通过^与奶相连的顶点.如果奶= 
巧或％ =仙，那么正如以前一样，结论就已经 成立. 否则，就取一条与％关联且不等于6的 


边 

我们继续上述过程.由于在 G 中只有有限个顶点，那么，在某个点就必定有一个没有重 
复边的通道 


Vo ， e 0 9 Vi ,€i , ••- jVm-l „-l yV m 9 

这个通道直到 W -1 没有重复顶点，而对于0与 m — 1之间的某个々 成立％ 于是叫，4， …， 
y 〜是 G 中的一■个环. ■ 

定义 13.10 设 G 是一个图. G 中的一个欧拉通道，是访问 G 中每条边刚好一次的通 
道. G 中一个欧拉回路，是 G 中一个封闭的欧拉通道.我们称 G 是欧拉图，如果它包含一 
个欧拉回路. 

在图 13.8 中，左边的图，描绘出了一个欧拉通道（其边按照图示的数字为顺序），右边 
的图，描绘出了一个欧拉回路. 

在 0.2 节中曾介绍过的哥尼斯堡七桥问题是问，在相关的图 K 中，是否存在一个欧拉通 
道，此图是为哥尼斯堡的陆地区域（一些顶点）和桥（一些边）所建立的模型.（见图 13 . 9 .) 



图 13. 8欧拉通道与欧拉回路 



图 13. 9用图 iC 为哥尼斯堡七桥问题建模 


欧拉在解决哥尼斯堡七桥问题时，在本质上，为一个具有欧拉通道或欧拉回路的图，确 
认了必要和充分条件，并证明了必要性，不过，当然没有使用尚待开发的图论的说法.我们 
用以下的定理，来叙述欧拉所得出的图论版本的 结论： 


图论与拓扑学 


267 


定理 13. 11 设 G 是一个连通的图. 

(1) 在 G 中存在一个欧拉回路，当且仅当 G 的所有顶点的度为偶数- 

(2) 在 G 中存在一个不是欧拉回路的欧拉通道，当且仅当 G 恰好有两个度数为奇的顶点 • 
这样的通道，必定开始于度数为奇的一个顶点，而终止于度数为奇的另一个 顶点. 

I 

我们来证明定理 13. 11 (1) 蕴涵的必要性，也就是证明，如果一个图有一个欧拉回路， 
那么， G 的所有顶点的度为 偶数. 其逆命题是本节末的一组补充练习中的课题 • （2) 的证明 

与 （1) 的证明类似. 

(1) 中必要性的证明 设 G 是一个图，且 

v 0 ,e 0 9 Vi , ei ，- -• ， v„ = v 0 

是 G 中的一个欧拉回路.我们来证明 G 的所有顶点的度为 偶数. 

设 X ；是在此回路中异于如的一个 顶点. I 每次访问此回路，它就到达与它关联的一条边， 
并离开另一 条边. 每种这样的到达与离开，都为 I 的度赋予1，因而每次对 r 的访问就使它的 
度增加 2. 由于在一个回路，每条边恰好被访问一次， I 的度是在此回路访问 I 的次数的两 
倍.因此 p 的度是偶数. 

对于顶点训，同样的论证 蕴涵： 度是1 (对于边加1 (对于边再加上访问队次 
数的两倍，其中％位于此回路的起点与终点之间. 于是 v 0 的度也是偶数. ■ 

定理 13. 11为我们提供了哥尼斯堡七桥问题的一个解.由于哥尼斯堡图 K 有度数为奇的 
4个顶点，于是可得出，在 K 中，既没有欧拉回路，又没有欧拉通道.因此，走过哥尼斯堡 
每座桥梁恰好一次的遨游全城的漫游路线，是不可能存在的. 


13. 1节练习 


13.1 设 G 是一个图.证明 G 是紧致的，且是豪斯多夫空间. 

13.2 确定在图与中有多少条边，请验证你的论断. 

13.3 证明定理 13.3: 设图 G 与 G 分别具有顶点集％与\^.如果存在把双射到\心的一个同胚心 
G 1 ， 那么 G 与 t 是同构的，而由所定义的 V c — W ， 是一个图同构. 


13.4 证明： 如果 G 是一个图，那么 G 的每个分量也是一个. 

13.5 (1) «取何值时图是欧拉图？验证你的答案. 

(2) m 与 72 取何值时图是欧拉图？验证你的答案. 

13.6 设 G 是一个图.证明： G 有度数为奇的偶数个顶点. 

13*7 画出所有具有8条或不超过8条边的无环图（直到图同构为止）.指出哪些边是同胚的. 

13.8 设 G 是一个具有 V 个顶点和£条边的无环图.证明 E < V . 

13.9 (1) 证明： 如果从哥尼斯堡的七座桥梁中除去任何一座，那么，就可能存在走过哥尼斯堡每座桥梁恰 

好一次并遨游全城的漫游路线. 

(2) 证明： 如果在哥尼斯堡任何相异的两个陆地区域之间建一座新桥，那么，就可能存在走过哥尼斯 
堡每座桥梁恰好一次并遨游全城的漫游路线. 


(3) 证明： 你可以在哥尼斯堡七桥中任选一座，并把它移到新的位置，使得在作此移动之后，就可能 

I 

存在走过哥尼斯堡每座桥梁恰好一次，起点与终点在同一位置并遨游全城的漫游路线了. 

13. 10对于图 13. 10 所示的每个图，用定理 13.11 来确定，其中是否有图存在一个欧拉通道，或一个欧拉回 
路，或者二者都不存在.如果此图有一个欧拉通道或一个欧拉回路，在图上画出它的草图来. 
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图 13 . 10 在上述每个图中存在一个欧拉通道或一个欧拉回路吗 


补充 练习： 欧拉回路的存在性 

通过以下这些练习，我们来证明蕴涵于定理 13. 11 C 1) 的充分性_也就是说，我们要证明，如果 G 是一 
个连通图， G 的所有顶点的度为偶数，那么，在 G . 中存在一个欧拉回路.在证明时，通过对 G 中的边数用数 
学归纳法来进行. 

SE 13.11 在 G 有一条边的情况，证明上述 定理. 

♦ 

然后假定 G 有 n 条边，对于边数在1和 n — 1之间的图来说，结论成立.我们来证明，在 G 中存在一个 
欧拉回路.由定理 13. 9可得，在 G 中存在一个环 

v 0 ,e 0 jVi ，•“ , Vj-i , ，Vj = , 

在此环中的每一条边恰好被访问一次，但是此环不需要访问此图的每7条边.设是在此环中边的集合， 
并设 V * 是在此环中仅与中的边关联的顶点的集合. 再设以 等于从 G 中通过删去 E * 中的所有边，以及 
V * 中的所有顶点而得到的图. . 

SE 13.12 证明： 在以中的每个顶点的度为偶数. 

G ' 未必是连通的，但是它的每个分量是连通的 • 设 C 是 C 的一个分量.于是可得， C 是一个图（见练习 
13.4) 且是连通的.此外， C 的边数在1与1之间，而 C 中的每个顶点的度为偶数 • 因此，由数学归纳法 
可得， C 有一个欧拉回路. 

SE 13.13 证明在 G 中一个欧拉回路的存在性. 

于是，由数学归纳法可得出，如果在一个图 G 中的每个顶点的度为偶数，那么， G 有一个欧拉回路. 

13.2 化学图论 

在化学中广泛使用图论模型.特别是，在一个分子中的原子，用一个图的顶点来表示， 
而键则用边来表示.人们的基本目标是，要确定一个分子的性质，可以通过它的图论模型的 
性质来推断.本节我们提出一个特别的例子，其中一类称为烷烃的碳氢化合物的燃点，可以 
通过这些分子的图论模型来确定. 

在化学中，^个描述符，是从分子结构的定量方面用于确定分子性质的一种建模工具. 
一族描述符，产生所谓的定量结构性质关系 （ QSPR), 成百个 QSPR 描述符，已经被确认用 
于对一些分子进行分析，它们已被分成5个公认的 范畴： 结构的、拓扑的、静电的、几何的 
和量子化学的.某些拓扑描述符，源于分子的图论模型的一些性质.在此，我们提出其中的 
一个，即威纳指数， 是 1947 年威纳 e 首先提议把它用于化学建模之后被命 名的. 我们以下要 
介绍的这个应用，取材 于谂文 [ Rma ]. 

I • I 

. • 

' 定义 13. 12 设 G 是一个连通图. 


㊀ 美国化学家.——译者注 
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(1) 对于 G 中的顶点 r 与 t /， 我们定义 v 与 v ' 之间的距 离为在 G 中从 w 到 t / 的一个通道 


中边数的最小值. 


(2) G 的 威纳指 数记为 W ( G )， 它是 G 中每对顶点之间距离之和 • 
例 13.5 在图 13.11 中表示出了 4个图及其威纳指数 • 



图 13. 11 —些图的威纳指数 



在图 13. 11中所表示的图 C 与 D 是拓扑等价的，但是，它们的威纳指数却不 相等. 于是， 
在拓扑等价下，威纳指数不能保持 不变. 然而，正如以下的定理所指出的，在图同构的情况 
下，威纳指数保持 不变： 

定理 13. 13 如果连通图 G 与 G ' 是同构的，那么 ( G ) — W ( G '). 

证明见练习 13. 15. ■ 

我们对一类称为烯烃的分子应用威纳 指数. 存在直链或支链的碳氢化合物，其中碳原子 
之间的每个键，是一个单独的共价键（直链或支链的含义，随后将显而易见 .） 

最简单的是甲烷、乙烷和 丙烷. 这些烯烃全都是直链的碳氢化合物.每一种都已在图 
13. 12 中表示出来. 

在一个烯烃中，每个碳原子产生一个总数为4的，与其余氢和碳原子相连的键.存在一 
个与一些碳原子以键相连的骨架，每个碳原子的其余键，被一些氢原子接纳. 

从一个特定的烯烃表达式，我们可以构成一些表达式，通过在原表达式中一个碳原子和一 
个氢原子之间，插入一个新的附带两个氢原子的碳原子，使得它们有附加的碳原子.这是对一些 
表达式的一种运算，而不是一种化学 过程. 于是从丙烷的表达式，我们就可以构成两种包含 4 个 
碳原子的 烯烃： 丁烷和二甲基丙烷.（见图 13.13.) 二甲基丙烷分子是最简夢的支链烯烃. 
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H H H H 

hC-C-Ch 

hC-C-C-Ch 

H 1 H 
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二甲基丙烷 


H 

H H 

H H H 

hCh 

hC-Ch 

hC-OCh 

H 

H H 

H H H 

甲烷 

乙烷 

丙烷 


图 13.12 烯烃甲烷、乙烷和丙烷 图 13.13 两种4碳烯烃 ：丁烷 和二甲基丙烷 


从具有 4 个碳原子的烯烃，我们可以构成如图 13. 14 所示的 3 种 5 个碳原子的烯烃. 




H 


H H H H 

HCH 

H H H H H 

hC-C-C-Ch 

H i H 

HC-C-OC-CH 

H i H H 

hC-C-Ch 

H H H H H 

HCH 

H 1 H 


H 

HCH 



H 

正戊烷 

二甲基丁烷 

2,2 二甲基丙烷 


图 13. 14三种5个碳原子的烯烃 
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• 我们用图来为烯烃建模，使得每个碳原子对应于一个顶点，而每个碳原子之间的键，对应 
于一条边.于是，带键碳原子的骨架就确定了此图.我们忽略了氢原子和氢-碳键，由于当碳原 
子的配置为已知时，它们是隐藏着的. 包含 2 〜 5个碳原子的烯烃的图论模型如图 13. 15所示 • 


乙烷 


丙烷 


丁烷 


二甲基丙烷 


戊烷 


二甲基丁烷 


2,2二甲基丙烷 


图13, 15 2〜5个碳原子的烯烃的图论模型 

对已知的烯烃的图，通过适当添加顶点和边，就可以为具有 6 个或 6 个以上碳原子的烯 
烃构建图论模型了.在图 13. 16中，我们表示出了 6碳和7碳烯烃的图论模型 • 


正己烷 


二甲基戊烷 


三甲基戊烷 


正庚焼 


2,3二甲基丁焼2,2二甲基丁烷 




二甲基己烷 


三甲基己烷 


2, 2二甲基戊烷 


• — • — | — • — • • —I — | • • — I - • — j — • 

3, 3 二甲基戊烷 % 3 二甲基戊烷 2,4 二甲基戊烷 

丁如 

_ 三乙基戊烷 3三甲基丁焼 _ 

图 13. 16 具有 6 个或 7 个碳原子的烯烃的图论模型 

% 

在图 13.17 的表中，我们列出了包含2〜7个碳原子的烯烃，并对每一种烯烃列出了此分 
子的燃点（以开尔文为单位），以及此分子图论表示的威纳指数. 
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13,17 —些烯烃的燃点和威纳指数 
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在图 13. 18中，我们画出了燃点和威纳指数数据的一个 图形. 显而易见，这两个变量之 
间有很强的相 关性. 在化学建模时，这是一种很有用的关系，是一种反映一个分子数学模型 
的定量性质，与此分子本身的物理性质相关的关系. 



图 13. 18燃点和威纳指数数据的图形 


燃点与威纳指数的关系，可以用一条增长曲线来很好地逼近.以乘幂式来对此数据拟 
合，我们发现，燃点 （ B ) 与威纳指数 （ W ) 数据的关系由 B =181 W °_ 1775 来逼近.（见图 13.19.) 

辛烷是具有8个碳原子的直链烯烃.在图形表示中，它的威纳指数是 84. 而用我们的乘 
幂式，我们所得到辛烷燃点的一个近似值为 397 K ， 这与已知的燃点值 399 K 很接近. 



图 13. 19用一个幂方程来拟合数据 


当然，正是由于分子的一些已为人所知的性质不能“预测”，诸如威纳指数那样的拓扑工 
具就很有用了。在预测分子的性质和性态时，这些有意义的建模方法已经被综合。“分子的性 
态是所期望的吗？”和“分子的毒性最小吗？”在化学设计时是重要的问题.合成出分子，并 
对它们进行检验以回答这些问题，是既花时间又费金钱的事.前面提过的定量结构性质关系 
( QSPR ) 和其中的建模工具提供了重要的信息，这有助于预料一些分子的特征. 

13.2 节练习 

13.14 (1) 确定 n 个顶点的完全图的威纳指数. 
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13. 15 

13.16 


(2) 确定完全二部分图尺^的威纳指数 ■ 


(1) 证明定理 13. 13:如果 G 与以同构，那么 W ( G ) = WXG ’）. 

I 

(2) 证明定理 13. 13的逆命题不成立.即找出图 G 与 G ', 论证 W ( G )= W ( G ') 未必蕴涵 G 与 G 同构. 


(1) 确定图 S „ C = R 的威纳指数，此图的顶点是整数1，2, 3,…， 7 Z , 而它的边是连接它们的区间 


[1，2]，[2，3]，…， [«— 1， w ]. 


(2) 对直链烯烃4推导燃点和碳原子数量 rt 之间的关系， A „ 的图形表示由 （1) 中的图 S „ 给出. 

(3) 壬烷是具有9个碳原子的烯烃，用你源自 （2) 中的关系式来近似壬烷的燃点.将你的结果与准 


确值 424 K 相 比较. 

(4) 癸烷是具有9个碳原子的烯烃，用你源自 （2) 中的关系式来近似癸烷的燃点.将你的结果与准 


确值 447 K 相比较 • 

13.17 在图 13. 20 的表中，我们列出了所有包含 8 个碳原子的烯烃，以及它们的燃点和相应的威纳指数•把 
这些数据添加到包含 2〜7 个碳原子的烯烃中，再使用数据分析软件为具有 2 至 8 个碳原子的烯烃推 


导出逼近燃点与威纳指数关系的乘幕式 B ^ aW . 


名称 

WI 

BP(K) 

名称 

WI 

BP(K) 

正辛烷 

84 

399 

3,3二甲基己焼 

67 

385 

二甲基癸烷 

79 

391 

三乙基己烷 

72 

392 

三甲基癸烷 

76 

392 

2,2,3三甲基戊烷 

63 

383 

四甲基癸烧 

75 

391 

2,3,4三甲基戊烷 

65 

386 

2,2二甲基己烷 

71 

380 

三乙基-二甲基戊烷 

67 

369 

二甲基己媒 

70 

389 

2,2,4三甲基戊烷 

66 

3,2 

之4二甲基己烷 

71 

382 

2,3,3三甲基戊烷 

62 

388 

2,5二甲基己烷 

74 

382 

三乙基-三甲基戊烷 

64 

391 

3,4二甲基己烷 

68 

391 





图 13. 20 8 个碳原子烯烃的燃点与威纳指数 


13.3 图的嵌入 

有关图的嵌入的问题和结论，在拓扑图论中起着重要的作用.本节我们介绍这些结果的 
几个例子，其中包括库拉托夫斯基定理，这个定理提供了一个图嵌入平面的必要和充分条件. 

首先，我们有以下的定理，它指出不管一个图有多少顶点和多少边，在 R 3 中存在足够的 
空间以构建此图的 拷贝： 

定理 13. 14每个图 G 都可嵌入 R 3 . 

证明设 G 是一个图，有《个顶点 w ，…， v n 与 m 条边 ei ，…， e m . 我们定义一个嵌入 
/： G ^- R 3 . 首先对于任一 …，„，定义/(切）=(0, 0， 

0. 按照这种方式，顶点集被双射地映成 R 3 中 z 轴上的一个 ( 0A/) 

点集. 

设 A ， …，^是 R 3 中一个不同半平面的集合，毎个集 
合都是从 z 轴出 发的. 如果^是 G 的一条连接顶点％与％的 (00/) 

边，那么把/延拓到 G ， 使得它把 A 同胚地映成从 （0, 0, i ) ’ ’ 

到（0，0， j ) 的 P ★的半圆周 • （见图1 3 .21.).按照这样来定图 13. 21 边&同胚地映成半平 
义的映射/，是 R 3 中 G 的一个嵌入. ■ 面 ft 上的一个半圆周 
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已知可嵌人 R 3 中的每个图 G ， 接下来我们考虑嵌入平面中的问题 • 我们还能对每个图获 

得一个嵌入吗？我们将发现，以下的定义导致否定的回答： 

定义 13. 15 —个图 G 称为 可平面的， 如果它能被嵌入到平 面上. 否则称为 不可平面的. 
在 13.1 节中，我们介绍过“气水电问题”，在本质上这个问题 是问： 是否可能把图 K 3 , 3 
嵌入平 面上. 经过若干次尝试以后发现，“气水电问题”没有解，因而我们猜测 K 3 , 3 是不可平 
面的.如果正是这种情况，那么，就可得出，当 m ， n >3 时，没有一个 K ⑽是可 平面的，由 
于 K 3 . 3 可以被嵌入到每个这样的 图上. 

另一方面，我们从图 13. 22可以看出，所有完全 
二部分图尺^与尺^是可平 面的. 

再考虑完全图.当时，我们可以如图所示， 

把1^嵌人平面上.但是，如果我们对 K 5 作尝试，就 
导致我们作出 K 5 是不可平面的 猜测. 而如果正是这 
种情况，那么就可得出，当时，没有一个是 
可平面的，由于可以被嵌入到这些图中每个图上 • 

于是看来，如果把 iC 3 , 3 , K 5 以及任一包含1<： 3 , 3 或1<： 5 的图作为一个子空间，那么，它们 
都是不可平面的.拓扑图论的以下重要结论指出，这些图正是不可平面图. 

定理 13.16( 库拉托夫斯基定理） 一个图是可平面的，当且仅当它不包含与 iC 3 , 3 同胚的子 
空间，且没有与 K 5 同胚的子空间. 

K . 库拉托夫斯基 （1896 — 1980) 是20世纪初期 
在发展拓扑学这一领域作出过重要贡献的波兰学者. 

他在1930年的一篇论文“拓扑学中的左曲线问题” 

中，证明了上述（后来）以他的名字命名的定理. 

1930年以来，此定理许多可供替代和简化的证明都 图 13.23 完全图&，&与&是可平面的 
已发表.（例如，见 [ Tho ] 和 [ Mak ].) 

以下我们来证明库拉托夫斯基定理的一半，即证明：如果一个图包含一个与 K 3 , 3 或 K 5 同 
胚的子空间，那么，它是不可平面的.我们不再证明库拉托夫斯基定理的其他蕴涵关系，即 
如果图 G 是不可平面的，那么无论 K 3 , 3 还是 K 5 都能嵌入 G 之上.为介绍这样进行证明所需 
的全部细节，就将使我们离课程太远. 

如果 G 是此平面上的一个嵌入图，那么， G 的补 
图由许多分支组成，我们称这些分支为此嵌人图的 
面. JC 见图 13.24.) 此外，由于 G 是紧致的，它是此 
平面的一个有界子集，因而恰好存在 G 的一个无界 
面.（见练习6, 19.) 

考虑图 13.24 和图 13.25 中的可平面图.如果我 

们为顶点、边和面计数，并设它们的个数分别为 V ，和 图13,24在平面上的一个图把此平面 
F ， 那么，在这三种情况下，可得到关系式 V — E + F =2. 分成一些面力 





图 13. 22完全二部分图与 K 2 ,„ 

是可平面的 
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它与在每个这样的例子中 V — E + F 是2的结论并非 巧合. 这个关系式，就是对于可平面图成 
立的欧拉公式的一个结论，即我们在定理 13. 18中所建立的结论. 

我们对欧拉公式的证明，以以下的定理为根据，它是建立在若尔当曲线定理（定理 11. 2) 
和定理 11. 10之上的，在平面上关于图的一个一般的分离和非分离定理. 

虽然此定理在直觉上是显然的，但与若尔当曲线定理一样，证明并不是轻而易举的.我 
们在这里就不提供证明了. 

定理的结构 如下： 设 G 是平面上的一个图.我们将为 G 添加一条边心以得到此平面上的 
一个新图0\我们假定 e 的顶点位于 G 中，而另一方面， e 与 G 不相交.于是得出 e 的内部 
(对于以来说）位于 G 的一个面/中，我们感兴趣的，是如何把 e 添加到图 G ， 让面/塞满. 

定理 13. 17 已知 G，g /和以. 

(1) 如果 e 的顶点位于 G 的一些分离分支之上，那么， /— 6是(^中的一个面 /， 而 k 位 
于/的边 界上. 

(2) 如果 e 的顶点位于 G 的一些分离分支之上，那么， /— e 由6^的两个面/和/组成， 
而 e 同时位于/和/的边界上. 

于是在定理 13. 17中的第一种情况，新边 e 不分离 G 的面，但在第二种情况，则分离 G 
的面. 请注意，在第二种情况下，这些顶点重合是不可 能的. 我们用图 13.26 来说明定理 
I 3 . 17的两种情况，而且把这些边画成曲线而不是直线段，以强调以下的事实，即这个结论与 
平面上图的一般嵌入有关，而不仅是与它的象是由一些线段所组成的那些嵌人有关. 



图 13. 25关系式 V — 对这两个图都成立 图 13. 26在第一种情况，新边 e 与/不分离， 

但在第二种情况下则与/分离 


对连通的可平面图来说，关系式 V — E + F =2 成立. 而以下要证明的可平面图的欧拉公 
式，对于此平面上的所有图都成立，请注意，如果一个图不是连通 k , 那么，它是有限多个 
补图的并，其中每一个是一个连通图.（见练习 13.4.) 

定理 13.18 ( 可平面图的欧拉公式 } 设 G 是平面上具有 C 个分量的一个非 空图. 如果 
存在 V 个顶点、£：条边和 F 个面与 G 相关，那么 V — E + F = C +1. 

证明我们对边数 £* 用数学归纳法来证明这个结论.如果那么 G 由 V 个顶点及 '0 条 
边所 组成. 于是 G 有 V 个分量，即由于删去一个有限点集的平面是连通的（见练习 
6.43)， G 有一个面与它相关.因此我们就有 V —£：+ F = V+l = C + l . 因此，在£：=0 
时，欧拉公式成立. 

再假定欧拉公式对位于此平面且有 E ~1 条边的图 G 成立.设 G 是位于此平面且有 E^l 
条边 的图. 假定与以相应的顶点、面和分量的个数分别为 E ， F 和 C . 我们考虑两种 情况： 
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C 是无环的或有环的. 

首先假定 以是无 环的.取 G 的至少包含一条边的分量分量 H 是一个无环图，因而 
由定理 13.9 可得， H 有一个度为1的顶点 • 取这样一个顶点 h 并设 e 是与它关联的边.在 
G '中删去〜得到一个图 G . 顶点 t 是 G 的一个单点分量，而 G 比 t 多一个分量.此外 G 有 
V 个顶点和 E — 1 条边. 如果我们收回6由 G 得到 G 、 那么定理 13.17 蕴涵， G 与以在面的 
数量上相同_因此， G 有 F 个面 • 对 G 应用归纳法的假设，就得到 V — （E — 1) + F =( C +1) 
+ 1. 于是在这种情况，就有所想要的结果 V — E + F = C +1. 

再假定 G ' 有一个环.设 e 是 C 中一个环的一条边，从以中删去 e 就得到图 G . 由于 e 位 
于一个环中，从 G ' 中删去 e ， 并不改变此图分量的数量，而 e 的两个顶点位于 G 的同一分量 
中.此外， G 有 V 个顶点和 E — 1 条边. 如果我们收回边6由 G 得到 G '， 那么，定理1 3 .17 
蕴涵，在面的数量上以比6多 1. 因此， G 有 F —1 个面.再对 G 应用归纳法的假设，就得到 
V -( E -1)+ F -1 = ( C +1), 因此 V — E + F = C +1. 


在以上两种情况，我们都得到 V — E + F = C +1， 因而，在假定欧拉公式对位于此平面且 
有 E —1 条边的图成立时，此公式对位于此平面且有 E 条边的图也成立.于是由归纳法，此定 


理得以证明. 

对于可平面图的欧拉公式的一个令人满 
意的结论，是对于多面体的欧拉公式.如果 
我们按图 13. 27所示，认为一个多面体的面、 
棱和顶点的个数分别为 F ， E 和 V ，那么，就 
得到 V — 我们就能发现，通过从此 
多面体的一个面删去一个点，然后把所得到 
的空间同胚地映射到此平面，这个结论为什 
么成立了.此多面体的顶点和棱，映射到此 



K=20,£'=30,F=12 



K=6^=12,F=8 



K=6^=9,F=5 



/| 

7 

1 

1 

1 

^ • 

/ 

/ 

7 


r=8,£=12,F=6 



F =9,£=14^=7 


平面上的一个连通图，而此多面体的面，映 图 I 3 . 27 关系式 V _ E+F = 2 对多面体成立 


射到此连通图的一些面.因此，由定理 13. 18,就得到 V — E + F =2. 

随后，以下的引理用来推导一个有用的界（定理 13. 21)，用以估计可平面图的边数. 

引理 13. 19设 G 是在平面上的一个图. 

(1) 如果 e 是 G 中不位于一个环中的一条边，那么， e 位于 G 的一个单独面的边界. 

(2) 如果 e 是 G 中位于一个环中的一条边，那么， e 位于 G 的两个面的 边界， 

证明见练习 13. 22. ■ 

引理 13.20 设 G 是平面上的一个图.如果 G 的面多于一个，那么， G 的每个面的边界 
包含一个环. 

引理 13. 20并不蕴涵每个面的边界是一个环，但是，恰好每个这样的面在它的边界有一个 
环.考察图 13. 24,我们就会发现一些例子，其中一个面的边界不是一个环.特别地，在面/ 5 
与 ie 的边界上，存在一些边，它们不是此图中任何环的一部分，而在/ 2 的边界上存在两个环. 
证明假定 G 的面多于一个，并设/是 G 的一个面.设 H 是由 G 的所有位于/的边界上 
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的顶点和边所组成 的图. 我们断言，在 H 中存在一个环，因而，在 G 中存在由位于/边界的 

一些边所组成的一个环. _ 

首先，我们注意到，/是 H 的一个面，而 H 的面多于一个 ■ 设是从/中的一个点，到 

H 另一个面的一个点的一条路径，如果 a 是 Cl (/) 中的在夕上的最后一个点，那么 a 位于 H 
的一条边 e 上， a 位于/的边界上， a 位于 H 至少另一个面的边界上.于是可得出， e 位于 H 
的多于一个面的边界上，因而引理1 3 .1 9 蕴涵， e 位于 H 中的一个环中 • 因此， H 包含一个 


环，这正是我们所要证明的结论. _ 

以下的定理为我们提供了关于一个可平面图的边数的界，它表示了此图的顶点数与它围 

长的关系.我们回想起围长是图中任何环的边数的最小值. 

定理 13.21 设 G 是一个可平面图，具有 V 个顶点、 E 条边并至少有一 个环. 如果 GW 


围长为尽，且那么 




g ( V - 2 ) 


证明由于 G 是可平面的，它可以被嵌人此平面上.我们可以假定， G 本身位于此平面 
上.（由引理 13.20.) 与 G 相应的每个面在它的边界上有一个环，而每个环至少由&条边组 
成，因此，我们可以认为，至少向 G 提供 g 条边. 但是，由于在这 gF 条边中，每一条边都 
位于一个环中，引理 13. 19蕴涵，这样的每一条边来自不同 的面. 所以，在 G 中的边数至少 


为因此因而 

在欧拉公式中代人 F ， 我们就得到 


2< C +1 = V - E + F < V - E +—• 

g 


因此 

于是 

由于 g >3， 由此可得 


2 F 

E - — 
g 


g £-2 E < g ( V -2). 


E < 名 


^( V -2) 


g 




2 • 



推论 13.22 图 K 3 , 3 与 K 5 是不可平面的. 

证明对于 K 3 ,3, 我们有 V =6, £=9和 g = 4. 如果我们能把 K 3 , 3 嵌入此平面上，那么 
由定理13.21，我们就有£：<27— 4. 但是， E 和 V 不满足此不等式，因此，尺 3 , 3 是不可平 
面的. 

再考虑 K 5 , 这时 V =5, ： E =10 和 g =3. 由于 E 和 V 不满足不等式— 6，于是得 
出 K 5 同样是不可平面的. _ 

由推论 13. 22可推出库拉托夫斯基定理的一半.图尺 3 , 3 与尺 5 是不可平面的，因而，如果 
G 以这两个图中的任何一个为子空间，那么， G 同样是不可平面的. 
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例 13.6 哈拉里图 H 4 , s 与 H 4 , 7 如图 13.28 所示，这两个图都是可平面的吗？ 

对于 H 4 , 6 说来，回答是肯定的 • 在图 13.29 中，我们仅仅通过对图 I 3 . 28中所示的描绘 
H 4 , 6 的边之中的3条边重新配置，就表示出了 H 4 , 6 在平面上的一个 嵌入. 

对于 H 4 , 7 说来，回答却是否 定的. 在图 13.30 中，我们描述了 1<： 3 , 3 在的一个 嵌入. 
由库拉托夫斯基定理可得出 H 4 , 7 是不可平面的. 



图 13. 28哈拉里图 H 4 , 6 与《4, 7 图 U 29 风, 6 在平面上 图 13. 30二部图 K 3 , 3 嵌人 H 4 , 7 上 

的一个嵌人 

13. 3节练习 

13.18 (1) 举例说明尺 3 , 3 与&可嵌入一个默比乌斯带 之上. 

(2) 举例说明 1 C 3 , 3 与 K 5 可嵌人一个 环面. 

13.19 设 G 是一个无环图 • 证明 G 是可平面的. 

13. 20 利用定理 13. U 和推论 13. 22,证明 R 2 与 R 3 不是同胚的. 

13.21 尽管 K 3 , 3 是一个具有6个顶点和9条边，且是不可平面的简单图，但却存在另一些具有6个顶点和9 
条边的可平面的简单图.请找出其中一个（与 K 3 ,3 不同），并验证它满足定理 13. 21中的不等式. 
13.22 证明引理13_ 19: 设 G 是平面上的一个图. 

(1) 如果 e 是 G 中不位于一个环中的一条边，那么， e 位于 G 的一个单独面的边界. 

(2) 如果 e 是 G 中位于一个环中的一条边，那么， e 位于 G 的两个面的边界. 

13.23 (1) 用定理 13. 21来 证明： 在图 13.31 中所示的希伍德图 H 是不可平面的. 

(2) 由于希伍德图是不可平面的，库拉托夫斯基定理蕴涵，它必定既包含与 K ： 3 , 3同胚的一个子空间, 
也包含与同胚的子空间，在希伍德图的示意图上画出这一子空间的草图. 



图 13. 31希伍德图 H 与彼得森图 P 

13.24 (1) 用定理 13. 21 证明： 在图 13.31 中所示的彼得森图 P 是不可平面的. 

钃 

(2) 由于彼得森图不能嵌入平面上，库拉托夫斯基定理蕴涵，它必定既包含与 K 3 , 3 同胚的一个子空 
间，也包含与 iC 5 同胚的子空间.在彼得森图的示意图上，画出这一子空间的草图. 

13. 25 按以下的步骤画一个图在一个4乂4的国际象棋盘中的每一个正方形上放置一个顶点.如果有一 
个骑士从与一个顶点相应的正方形，移动到与另一个顶点相应的正方形，再用一条边把这两个顶点 
相连. （骑士水平移动2个单位、垂直移动1个单位，或垂直移动2个单位、水平移动1个单位 .） 请 
画出 G 的草图，要么图示 G 在平面上的一个嵌人，要么证明 G 是不可平面的. 
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13.4 交叉数与厚度 

本节我们要介绍交叉数与厚度，这是对一个未能成为可平面图的图进行研究时常用的两 
种度量 • 它们是拓扑图论的主题，而且正如我们在一个例子中所见到的，它们在电子线路设 
计时是至关重要的. 

在本质上，一个图的交叉数，是在平面上画出此图时所需要的交叉个数的最小值.为了 
明确这一点，我们需要清楚地了解“图样”与 “ 交叉”究竟意味着什么. 

首先，一个图 G 的图样 0 是一个连续函数/: G — R 2 . 当然图样这个概念是过于宽泛了， 
由于它允许包含在此平面上这个图的一些很不受欢迎 的象. 我们要这些象的交叉尽量少，而 
又尽可能地刻画出这个图.于是我们作以下进一步的限制： 

定义 13.23 —个图的图样/: G — R 2 称为一个 规范的图样， 如果它满足以下 条件： 

(1) 在/的象中，不存在与此图的多于两个点相对应的点. 

(2) 在/的象中，仅有有限多个点与此图的两个点相对应.这些点称为此图样的交 叉点. 

(3) 此图样中，不存在与此图一个顶点相对应的交叉点. 

定理 13.24 每个图 G 都有一个规范的图样. 

证明 假定我们有一个图&正如在定理 13. 14的证明中一样，我们可以把 G 嵌入 R 3 , 
使得 G 的顶点映射到2轴上的点，而 G 的边映射到在从 z 轴出发的半平面上的一些半圆周. 
如果我们把嵌人 R 3 与映成 R 3 中平面 P 的一个射影相复合，那么就有 G 的一个图样，但未必 
是一个规范的图样.然而，如果我们选取 P ， 使得它与 z 轴平行，且不与任何包含 G 的边的 
象的半平面相垂直，那么，所得到的图样至少满足一个规范图样所要求的条件 （2) 与 （3). 
于是，如果在所得到的图样中，存在一些点与此图中多于两个点相对应，我们就可以对相应 
的半圆周稍作变形，使得一个规范图样所要求的条件 （1) 也同样满足. ■ 

由于所有的图都有规范的图样，因此我们有以下的 定义： 

定义 13.2 S 已知一个图 G ， G 的交叉数是在 G 的任一规范的图样中，交又点个数的最小 
值，记为 v ( G ). 

以下的定理描述了两个与交叉数有关的重要 事实： 

定理 13. 26 (1) 交叉数是图的一个拓扑不变量，即如果与 G 2 是同胚的，那么 

v{G \) — v(G2) - 

(2) —个图可以嵌入平面上，当且仅当交叉数是 0. 

证明 定理的第二部分立即可得到.以下考虑第一部分.假设我们有一个规范的图样 
G ^ R 2 . 我们断言，存在一个同胚/ I : ,使得由木= 4磧所定义的函数 A 是6 2 的一 

个规范的图样.于是，对于 G 的任一规范的图样存在相应的 G 2 的一个规范的图样义， 
使得4与 A 有同一个象.于是得出， G 与 G 2 的交叉数相等. 

为了完成证明，我们需要确认同胚 / i : 的存在性.已知一个同胚 TT : G 2 — Q ， 未 


© 在 《 McGraw-Hill Dictionary of Scientific and Technical terms ， 1989 》中 ， drawing 的释义是 A surface portrayal of a 
form or figure in line ， 据此译为图样。 - 译者注 
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能使4。/1*产生一个规范的图样的唯一方式，是当 f 把 G 2 的一个或多个度为2的顶点映成 
Gl 中与图样&的交叉点相对应的那些点 •* 在这一情况，可对同胚 f 稍作调整，成为同胚/ I ， 
使得 G 2 中所有的度为2的顶点，映成 G 中不与交叉点相对应的那 些点. （见练习 13.26.) ■ 
例 13.7 正如我们在上一节中所看到的，图 K 5 , K 3 , 3 与 H 4 , 7 都是不可平面的，因此由定 
理 13.26， 每个图的交叉数不为 0. 在图 13.32 中，我们表示出了这些图中每一个规范的图样， 
并在每种情况，只存在一个交又.于是，这些图中每一个图的交叉数都为 1. 

例 13.8 考虑图 13.33 中所表示的图 K 3 , 4 . 由于 K 3 , 3 嵌入 K 3 , 4 中， K 3 , 4 的交叉数至少为 
1. 在图 13.33 中，图 K 3 , 4 的规范的图样有两个交叉，因此尺 3 , 4 的交叉数至多为 2. 此交叉数 
能为1吗？ 

^ s':: ㈣ 

图 13. 32 图 K 5 ,尺 3 , 3 与 H 4 , 7 的交叉数都为 1 图 13. 33 图 K 3 , 4 的交叉数为 2 

我们用反证法来证明 K 3 , 4 的交叉数不能为 1. 假设我们有 K 3 , 4 的只有一个交叉的规范的图 
样.于是，如果我们删去导致此交叉的一条边，所得到的图就是可平面的了（由于我们消去 
了唯一的交叉）.然而，如果从 K 3 . 4 删去任一条边，结果仍然是一个1<： 3 , 3 可嵌入其中的图，因 
而带一条删去边的图尺 3 , 4 是不可平面的.这就导致矛盾，于是得出不存在 K 3 , 4 的只有一个交 
叉的规范的图样.因此， K 3 , 4 的交叉数为 2. 

为完全二部图 iC ，„ 确定交叉数的问题，称为图兰砖厂问题，以对图论做出重大贡献的图 
兰 （1910 — 1976) 的名字命名.图兰遇到这个问题是在1944年，当时他正在匈牙利布达佩斯 
附近一个战时劳工营中的砖厂工作.在 [ Ttir ] 即《图论杂志》的创刊号上一篇“欢迎的注 
记”中，他描述了导致他对交叉数问题进行研究的 状况： 

那里有几座砖窑，还有几个宽敞的贮砖场.所有的砖窑通过铁道与贮砖场相连. 

这些砖由小轮货车运往贮砖场.我们必须从事的全部工作，是把砖窑的砖装上货车， 

再把货车推到贮砖场，并在那里把它们卸下来.对货车我们有合理的整车价格，而劳 
务本身也并不艰难，但唯一使人困扰的是 交叉. 货车通常在铁道上会颠簸，砖会掉落 
下来.简言之，这会引起不少麻烦并浪费时间，这对我们大家来说是毫无价值的（其 
理由在此不作讨论).我们全都为这种状况担心，并感到棘手，我也有同感.但是无论 
是否愿意，我所想到的是，如果铁道交叉数实现最小化，时间的这项浪费就可以减少 
到最小.但是怎样才能使交叉数实现最小化呢？几天后我恍然大悟，现有的状况是可 
以得到改善的,但具有 m 个砖厂、 n 个贮砖场的一般问题的精确解，看来是很难求出 
的，而为了防止我的家庭被毁灭起见，我又几次拖延了对它的研究. 

自从图兰提出这个问题以来，虽然曾有许多数学家对它进行过研究，但是，为交叉数给 
出一个一般公式的问题，仍然未能得到解决. 
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而一个交叉数至少为1的图，不能嵌人平面上，以下的定理指出，它可嵌人通过求《个 

环面的连通和而得到的一个曲面上•（见 3 . 4 节 .） 

定理 13. 27 如果图 G 的交叉數为 rz , 那么 G 可嵌入 w 个环面的连通 和上. 

证明 对具有”个交叉数的图 G 取一个规范的 图样. 用球极射影的逆，我们就可以把此 
规范的图样，从平面映射成 球面. 在此球面所得到象的每个交叉的邻域中放置一个把柄（如 
图 13.34 所示），相互交叉的两根线之一，通向此把柄，而另一根交叉线则穿过此曲面中的 
洞，此曲面是由附加的把柄得到的.按照这种方式，一些交叉被删去，结果是 G 的在具有” 
个把柄的球面上的一个嵌入，即与 n 个环面的连通和同胚的一个曲面. ■ 


一个图未能成为可平面图的另一种度量 
是厚度，定义 如下： 

定义 13.28 —个图 G 的厚 度， 是使得 G 
能表示为 72 个可平面图的一个并的？？的最小 
值，记为扒 G ). 



图 13. 34通过附加一个把柄来删去一个交叉 


从厚度的定义立即可得出，一个图是可平面的，当且仅当它的厚度为 1. 


例 13.9 图 K 3 , 3 与 K 5 的厚度为 2. 为什么呢？由于这些图是不可平面的，它们中每一个 
的厚度至少为 2. 设 f 是由 K 3 , 3 的一条边，以及与此边关联的一些顶点所组成的图，而 K " 是 
由 K 3 , 3 的其余边，以及 K 3 . 3 的所有顶点所组成的图. iC ' 与 K " 都是可平面的，而 iC 3 , 3 是这两个 
图 的并； 因此 0( K 3 ,3)=2. 类似地可得出扒 K 5 )=2. 

显然厚度是图同构下的不变量.然而厚度在同胚下则不是不变量，此结论来自以下两个定理. 
定理 13.29 设 G 是一个不可平 面图. 存在与 G 同胚，厚度为 2 的一个图 

证明 考虑图以，像定理 13. 5的证明中一样，它是由 G 通过对其中的所有边三等分而构 
成. （见图 13.6. ) 图 G 与^是 同胚的 • 

再设 G : 是由 G ' 中所有中间第3条边，以及所有与这些边关联的顶点所构成.设0 2 是由 

G ' 中其余顶点，以及所有与这些边关联的顶点所 构成. （^与（? 2 都是可平面的（见练习 
13.30)，于是得出以的厚度为 2. ■ 

由定理 13. 29，每个不可平面图与厚度为2的一个图同胚.每个不可平面图本身的厚度是 

2吗？回答是否定的_以下结论的一个推论是，存在厚度为任意值的图.（见推论 13.31 和练 
习 13.31.) 


定理 13. 30 


设 G 是一个图， 


有 E 条边、 V 个顶点且围长 


那么 


6(G) ^ 


E(g-2) 

2 ). 


证明 假设 G 的厚度是 0( G ). 那么， G 可表示为可平面图 G , 的并_我们可以假定在图 
Gi 中没有两个图有一条公共边，否则就可以从包含此边以外的任何一个图中删去一条公共边， 
而我们仍然把 G 表示为可平面图 6 KG ) 的一个并.设 G , 有£,条边和 V ,个顶点. 

假定图 G , •有一个环 • 如果•的圈长是仏，那么定理蕴涵 
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第二个不等式成立，是由于 V Z < V ， g ^ g 9 且当 g 增加时& 减少. 

S L 

再设 G : 是无环的.我们断言，在这种情况，同样有 E^ g C JSo 2) - 首先我们注意到， 

6 L 

由于 G 是无环的，所以£：,<%•(见练习 13.8.) 而恒成立，因此，：^<4,这 


蕴涵于是 

幺一2 

R<v / <y< g(V ~ 2) > 

^ — 2 

这正是我们所要证明的. 

如果我们对不等式瓦 ( v i 2) 关于所有的 g 求和，那么，我们就得到 

g — 2 

E<0(G) g(V ~ 2 \ 

g~2 

由上式就得到所要的不等式. 

由定理 13. 30,我们可得到关于完全图和完全二部图厚度的下列推论. 

推论 13. 31对于和厚度是有下 界的： 

(1) 如果 n >3， 那么，賦) 

6 («— 2 ) 


(2) 如果72, m 6 Z + 且 n + m >3， 那么，沒 二 2 ) . 

证明见练习 13. 29. ■ 

例 13.10 由推论 13.31， 完全二部图 K 7 , 7 厚度的下界为 

7 X 7 = 49 

2(7 + 7-2) _ 24* 

因此扒 K 7 , 7 ) >3. 在图 13.35 中，我们表示了 3 个图，它们的并为 iC 7 , 7 . 在此图中，我们把 
K 7 , 7 看成是这样的图，它的边使得标注有 A 至 G 这 7 个字母的每个顶点，与其余 7 个顶点中 
的每一个顶点相连.于是得到沢 K 7 , 7 ) =3. 



图 13. 35二部图 iC 7 f 7 是图示的3个可平面图的并 


例 13.11 (在电子电路设计中的应用） 印刷电路板是一项有意义的发明，它在 20 世纪 
下半叶引起了电子技术的迅速发展.印刷电路板是一块（或几块）安装有一些电子元件，并 
彼此由一些导电通路（称为蚀刻铜板或线道）相连 的板. 印刷电路板可以在许多电子设备中 
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找到，从个人电脑、 DVD 机到手提音乐播 放器. 它们可以安装上千个元件，包括电阻器、电 
容器、电感器、晶体管和集成电路芯片（它们本身是微型电路）. 

在一个印刷电路板上的每个元件，有若干条金属引线，使它与导电通路相连.元件的引 
线少至一二条，在集成电路芯片的情况，引线多达上百条.这些元件被安装在印刷电路板上， 
而它们的引线由导电材料相连，这些材料通常是蚀刻在此印刷电路板上的狭长的 铜片. 

图 13.36 所示的是一个简单的调幅收音机的电路示意图.通常，每个元件的性能（例如， 
电源的电压）在这一示意图上加以标注，但是，在此我们仅关心此电路的拓扑结构.请注意， 
在此示意图左下角附近有一个地方，一个导电通路跨越另一个通路.是否有可能通过对此电 
路重新安排来避免这一跨越呢？我们通过考虑一个图论模型来回答这个问题. 

打算用于印刷电路板的电路，当然可以用一个图来建模.在图 13.37 中，我们画出了一 
个图 G ， 为在图 13.36 中调幅收音机的电路建模.在 G 中的顶点对应于电路的元件和接点 
(即导电通路相聚的位置）.在 G 中的边表示在此电路中的导电通路. 



图 13. 36 —个调幅收音机的电路示意图 



在图 13.38 中，我们表示了 K 3 , 3 在图 G 中的一个嵌人.因此 G 不能嵌人平面上，这就蕴 
涵， G 的每个规范的图样至少有一个交叉点.于是得出，在此电路的任一示意图上必定有导 
电通路的一个跨越.因此在一块印刷电路板上，设计调幅收音机的电路至少要钻两个孔，允 
许一条通路（譬如从板的上部到下部）在另一条通路之下穿过，然后再从板的上部穿回来. 



hC\) 

图 13. 38图 K 3 , 3 嵌入 G 


元件的安装和导电通路的蚀刻，是印刷电路板制作的简单易行且花费较少的方面.当一 
个电路为了使用一块板的两面而需要钻孔时，或为了使用多层表面需要把分层的若干板整合 
在一起时，生产成本就会提高. 
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正如我们在调幅收音机电路的例子中所见到的，图的性质有助于电路配线的设计，对确 
定如何才能最经济地制作印刷电路板也是有益的.作为图的重要性质的交叉数和图的厚度， 
当然在印刷电路板的设计中起作用.交叉数意味着一个特定图的规范图样的交叉数的最小值， 
因而确定了在一个印刷电路板上，为了使得电路通道彼此贯通，以确保没有不必要的交叉所 
需孔数的最小值.对于交叉，替代钻孔的方法是在一个多层板上设计电路，在若干板的表面 
把电路整合在一起，彼此绝缘，而以电子方式 相连. 按照这种方式，图的厚度为构建一个多 
层电路提供了所需最小表面个数的一个 指标. 因此，在设计和分析一个电子电路时，交叉数 
和图的厚度都是很有价值的工具，利用它们就能使这种电路尽量经济地被制造出来. 

13. 4节练习 

13.26 (1) 在 R 中，假定 aiCMCd ， 且〜<6 2 0 2 . 证明： 存在一个同胚 A : [ a ：, d ] [ a 2 , c 2 ] ，使 

得九(^) = b 2 . 

(2) 讨论 （1) 在证明定理 13. 26中的作用，在那里曾断言，可对同胚 F 稍作调整为同胚 A ， 使得 G 2 
中所有度为2的顶点，映成 G 中不与交叉点相对应的那些点. 

13. 27 证明： 对于图 G 来说，厚度与交叉数的关系如下：扒 G)<l + p ^ l ， 其中表示大于或等于: r 的 

最小整数. 

13.28 证明： 当 tz >3 时， iC 3 ,„ 的厚度为2,当时， iC 4 , w 的厚度也为 2. 

13.29 证明推论 13.31: 对于厚度是有下 界的： 

(1) 如果那么 

b{n _ Z) 

(2) 如果 饥6乙 + 且《+饥>3,那么 - 

13.30 证明： 在定理 13. 29证明中所作的图 ft 与0 2 是可平面的. 

13.31 用推论 13_ 31 找一个特定的正整数 A ， 对此值你可以证明，对于任一 n>l ， (这就证明 
了，存在厚度为任意值的一些图.特别，给定任一；完全图 iCh 的厚度至少为 n .) 

13.32 考虑 K 3 , 3 在图 13. 38 所示的图 G 中的嵌入.请画出草图，并指出在此嵌入下， iC 3 , 3 中的每条单独的边 
映成 

13. 33 考虑在图 13.39 中所示的电路示意图.为此电路构建一个图论模型，并证明此电路不能在一块电路板 
的一个面上制造出来. 

13.34 考虑在图 13.40 中所示的电路示意图. 证明： 对此电路重新作出安排，使得能消除两个交叉，而不能 
消除全部的3个交叉. 



图 13.39 证明这个电路不能在一块电路板的 图 13.40 证明能消除两个交叉，而不能 

一个面上制造出来 消除全部3个交叉 


第 1 4*章 i 

.... . . . . 一产 •_••••• ..•••••.、.....•••. . .. . .... . .. . . 

: • 

流形与宇宙学 

S . • 

; • 

I • • • 

4 • 

■ « . 

• » * 

% • I 

( 

迄今为止，人类已取得的最巨大的智力成就之一，就是知道了我们所在的这个行星的形 
状.在获悉我们生活在一个球面上之前，人类已生存了几十万年 之久. 

早在公元前500年，毕达哥拉斯 0 就已假设大地（包括陆地与海洋）是球形的.许多观察者提 
出大地是弯曲的.例如， 一 艘船在地平线消失的最后一部分是桅杆. 300年以后，埃拉托色尼 @ 就 
已用正午时太阳投射在两个不同城市的影子，来估计地球的曲率，并据此来估计地球的半径. 

地球表面在局部上是2维这一事实，蕴涵它是一个2维流形.在 14.1 节，我们就已严格 
定义过流形.我们已经遇到过的其他2维流形，还有环面、克莱因瓶、射影平面和平面.我 
们先前了解到的大地表面的局部2维性，并不排除地球除了对应于球面之外，还存在某种2 
维流形的可能性.一个环面状的地球，就曾经引起过人们的兴趣.（见图 14.1.) 

由于我们知道了地球的形状，我们就确定了宇宙的许多其他的情况.但是有一个基本问 
题需要回答.这就是，我们居住在其中的这个宇宙，它的形状究竟怎样呢？在这里我们所说 
的是宇宙的空间部分，它可作为4维时空的一个空间片段.我们可以把宇宙的空间部分，描 
绘成宇宙大爆炸时刻产生，并在此后一直膨胀.我们还很想知道，宇宙正在膨胀着的空间部 
分，究竟有怎样的拓扑形状呢？ 

为了在数学上了解这个问题的含义，我们需要考察这个宇宙的空间部分的本性.那么， 
对于宇宙的空间部分，我们究竟已经假定了它具有哪些基本性质呢？ 

请注意，迄今为止无论我们处于宇宙的哪一个地方，如果我们选择一个给定的地方，并 
从那里朝各个方向走出一段短的距离（譬如3英尺），事实上我们就被封入嵌人于3维欧氏空 
间中的一个球之中.（见图 14. 2.) 



图 I 4 . 1 一个环面状的地球 图 14. 2 在一个点3 英尺范围之内的点集是一个球 


© 古希腊数学家和哲学家.•-一译者注 
㊁ 古希腊地理学家、天女学象和数学家.——译者注 
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我们所生存的空间看来是局部 3 维的.我们称这一对象为3维 流形. 正如存在许多 2 维流 
形一样，其中任何一个2维流形满足与地球的表面同样的局部性质，存在许多3维流形，且 
它们都是宇宙形状的候选者. 

本章前三节，讨论维数为1，2和 3 的流形，而在最后两节，讨论对3维流形的理解如何 
有助于宇宙形状的 确定. 我们首先给出 〃维流 形的严格定义 • 

14. 1流形 

我们要获得用一个空间来局部类似实〃维空间的概念。 

定义 14.1 一个 n 维流形是一个具有可数基的豪斯多夫空间，使得对于任一 X6X ， 都有 
一个与 w 维开球同胚的邻域. 

此邻域只需要与 n 维开球同胚的事实，给了我们实质 
性的活动 余地. 在 R n 中一个邻域与一个开球同胚并不需要 
保持距离不变，它仅需要让此邻域变形看起来像一个开球 • 

如图 14. 3所示，环面有一个性质，即它的每个点，都存在 

禱 

一 个与此平面上的一个开圆盘同胚的邻域，尽管此邻域在 
此曲面上看起来是弯曲的. 

空间是豪斯多夫的，以及它有一个可数基，以上这两个附加条件确保 〃维 流形是一个合 
适的性态良好的空间.（见练习 14.1 和 14.2.) 

当我们对一个已知的 〃考虑〃维流 形时，最基本的问题是分类问题 • 我们能为所有 n 维 
流形列出一张完整的表来吗？而如果这样一张表存在，并已知一个特定的 n 维流形，是否存 
在一个算法，以确定哪一个流形在此表中呢？ 

原来这是一个非常困难的问题.对于维数1或2,问题已经成功地得到解决 • 在维数为3 
或4时，就有大量的工作要做.此外，3维流形的全面分类仍然难以理解，而且已被证实，确 
定两个4维流形是否同胚的算法绝不会存在.于是对4维流形的全面分类也从未实现过.同 
样，当时， n 维流形的分类也出现同样的情况.（见 [ Mar ] 与 [ Boo ].) 

首先我们考虑1维流形. 

定义 14.2 连通的 1 维流形称为曲线. 

在一条曲线上的每一点，有一个与开区间（一 1， 1) 同胚的 邻域. 对于1维流形存在全 
面的 分类： 

定理 14. 3 设 X 是一个 1 维流形. 

(1) 如果 X 是连通的和紧致的，那么 X 与 S 1 同胚. 

(2) 如果 X 是连通的和非紧致的，那么 X 与 R 同胚. 

(3) 如果 X 是非连通的，那么 X 是一个可数分支族的并，其中每个分支族与 S 1 或 R 
，同胚 • 

(1) 与 （2) 的证明可在 [ Chr ] 中找到.而 （3) 可直接由 （1) 与 （2) 得出. 特别地， 
如果一个1维流形 X 是非连通的，那么它是一些分支的并，其中每一个分支是一个连通的1 



图 14. 3环面上的每个点都存在一个 
与一个开圆盘同胚的邻域 
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维流形_因此， X 是相互分离子空间的一个并，每个子空间与 S 1 或 R 同胚. 由于一个流形必 

定有一个可数基，因此，在 X 中至多有可数个这样的分支_ 

由¥我们对1维流形已有充分的了解，于是我们转入2维流形的讨论 • 

定义 14.4 连通的 2 维流形称为 曲面. 

平面是一个曲面.它是连通的且是豪斯多夫的 • 已知一个点 /> GR 2 ， 以为中心且半径 
为1的开球，是 f 的一个与开圆盘同胚的邻域.此外此平面有一个可数的基，它由中心在点 

x 2 ) 且半径为有理数的开球的集合给出，其中 心与々 都是有理数. 

平面的每个连通的开子集也是一个曲面.在本节和下一节，我们主要关注紧致曲面_ 

定理 14.5 球面、环面、克莱因瓶和射影平面，全都是紧致曲面. 

证明 我们对克莱因瓶进行证明.其他3种情况的证明，在本质上是与克莱因瓶相 
同的.我们早已知道克莱因瓶是连通且紧致的，是在一个商映射下的一个连通且紧致的 
空间的象. 

假定我们有一个克莱因瓶，它是通过把正方形[0, 1] X [0, 1] 的边，按通常的方式粘 
合在一起的方法做出的.如图 14.4 所示，此正方形内部的一个点 x ， 有一个开圆盘的邻域， 
它通过取一个半径适当小的开球而得到.对于此正方形一条边上的一个点（但不是正方形的 
顶点 b 和对边上被视为“同一”的点^的一个半圆盘邻域，和/的一个半圆盘邻域粘合 
在一起，枸成在克莱因瓶中所得到的点的一个幵圆盘 邻域. 最后，此正方形的一个顶点，有 

一个+圆盘邻域.此顶点与另外3个顶点被视为“同 一 ”，其中每个顶点有类似的+圆盘邻 

域. 这4个 +圆盘 邻域，构成在克莱因瓶中所得到的点的一个开圆盘邻域.因此，'在克莱因 
瓶中的每个点都有一个开圆盘邻域. 

克莱因瓶是豪斯多夫的.在克莱因瓶中给定两个点，我们就可以用充分小的开圆盘邻域 

把它们分开，按需要粘合成半圆盘邻域或 +圆盘 邻域. 

最后，正方形[0, 1] X [0, 1] 有一个可数基《，它是通过对在平面上带有中心位于有 
理坐标且半径为有理数的每个开球的正方形取交而得到的.由《，在此正方形的内部取一些 

球、中心在边上且不包含顶点的半球，以及中心在顶 点的+ 球，于是它们就映成克莱因瓶， 

而这些半球和 I 球适当地粘合在一起.结果是此克莱因瓶的一个可数的基. ■ 

我们很想用曲面的各种特征来对它们加以区分.其中一个特征是定向性.为了获得定向 
性的头衔，我们从典型的不可定向的空间即默比乌斯带开始讨论. 

默比乌斯带具有这样的特征，即在下列意义下它能使定向 逆转： 在此默比乌斯带〃放的中 
心线上选取一个起点，并如图 14. 5中的 M 上所示，在此起点的一个邻域中作一个顺时针方向 
的旋转.再让我们沿此中心线移动，使此顺时针旋转与我们一起前进，直到我们回到起点为 
止，我们的顺时针旋转就转化为逆时针旋转.这样就使定向实现了逆转. 
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图 14. 4在克莱因瓶中的每个点都有 

一个与开圆盘同胚的邻域 




起点 



图 14. 5旋转方向沿默比乌斯带与环面前进 


在另一方面，考虑图 14.5 中环面 A 上的顺时针旋转.如果我们让此旋转沿中心线前进, 
它就不能使定向实现逆转. 

一条曲线所具有定向逆转的性质，由每个包含默比乌斯带的一个嵌入拷贝的曲面所拥有. 
这就导致以下的 定义： 

定义1 4 .6 —个包含嵌入默比乌斯带的曲面，称为 不可定向的. 一 个不包含嵌入默比乌 
斯带的曲面称 为可定向的. 

正如图 14. 6 中克莱因瓶和射影平面之中浅黑色区域所指出的，这两个区域都包含一个嵌 
入的默比乌斯带，因而它们都是不可定向的曲面. 

以下的定理指出，定向性是一个拓扑不变量.因此我们可以用定向性来对曲面加以区分. 
定理 14.7 设&与 S 2 是两个同胚的曲面.那么&是可定向的，当且仅当5； 2 是可定 
向的. 

证明 见练习 14. 4. ■ 

一般来说，通过直接证明一个曲面不包含一个嵌入默比乌斯带的方法，来证明此曲 
面是可定向的是很困难的.因此，我们采用不同的方法来论证定向性. 一 种方法涉及三 
角剖分——把一个曲面剖分为三角形.在我们讨论三角剖分和某些有用的相关结论后再 

回过来讨论定向性. 

一 

'设 r 是平面上的一个三角形区域，并设 S 是一个 曲面. 如果/: r — S 是一个嵌人，那么， 
我们称 /(r) 是 S 中的一个三 角形. 而在/下 r 的边和顶点的象分别称为 /(r) 的边和顶点. 
(见图 14. 7.) 



图 W .6 克莱因瓶和射影平面都包含个嵌入的默比乌斯带 图 14. 7在曲面 S 上的一个三角形 

定义118 —个紧致曲面 S 的三角剖分: T ， 是在 S 中的一族有限个三角形，这一族三角 
形不仅覆盖 S ， 而且使得： T 中的两个三角形，要么不相交或交于这两个三角形的一个顶点， 
要么交于这两个三角形的一条边. 

在图 14.8 中，我们画岀了球面、环面、克莱因瓶和射影平面的三角剖分. 
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S 2 T K P 

图 14.8 紧致曲面的三角剖分 


定理 14.9 每个紧致曲面都有三角 剖分. 

T . 雷多于 1925 年就首先证明了这个结论.由于证明过于专业，因此在这里就不再进行 
了.证明可以在雷多的原始论文 [ Rad ] 中找到，较新的证明可见教材 [ Moi ]. 

对于我们在本节或下一节关于三角剖分的论述，以下的定义和定理至关重要. 

定义 14. 10 设: T 是紧致曲面 S 的一个三角剖分.那么 

(1) 三角剖分 t ' 称为： r 的一个 细分， 如果： r 中的每个三角形，都可以表示为 r 中的一 
些三角形的并 • 

(2) 三角剖分 T * 称为与： T 等价， 如果存在一个同胚 A : S — S ， 它把： T 中的三角形同胚 
地映成: T * 中的三角形 • 

定瑪 14.11 设:^与： T 2 是紧致曲面 S 的三角剖分.存在彼此等价且分别是：^与 T 2 细 
分的三角剖分 T ; 与 7^. 


证明 假设我们有紧致曲面 S 的三角剖分乃与 T 2 . 这些三角剖分称为处于一般位置 


如果以下条件 成立： 

(1) 每个三角剖分的任一顶点，位于其他 
三角剖分的一个三角形的内部. 

(2) 每个三角剖分的任一边，与其他三角 
剖分交于至多有限多个点. 

如果乃与乃都处于一般位置，那么，我 
们可以作出一个三角剖分： T ， 它既是又是 
T 2 的一个细分.按下列步骤作出： T ， 我们用 
图 14. 9 来加以 说明： 


-°Sii 



<> 



r 


图 14. 9从三角剖分与： r 2 作出一个细分 r 


(1) T , 中的顶点与 T 2 中的顶点成为 T ' 中的顶点. 

(2) 在乃中的一条边与 T 2 中的一条边之间的每个交点，成为它中的一个顶点. 

(3) 在乃中或在 T 2 中的每条边，要么成为： T 中的一条边，要么被来自步骤 （2) 的一 
些顶点细分为 7" 中的一些边. 

(4) 在一些边上添加一些新的顶点以形成一些三角形，这些三角形出自仅由两条边所界 
的那些区域. 

(5) 在由三条以上的边所界的那些区域添加一些新的边，把这些区域分为一些三角形. 
这样得到的三角剖分 t 既是：又是了 2 的一个细分，因而当与： r 2 都处于一般位置 
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时，此定理成立. 

再设乃与 T 2 不处于一般位置.于是我们可以对一个三角剖分，譬如I稍作调整，以得 
到一个新的三角剖分 TY ，它与乃等价，且使得77与 T 2 处于一般位置.我们能这样做似乎 
是有道理的，但它是一个需要对所采用的许多细节进行严格推导的专门 结论. 于是，设 
就是这样的一个三角剖分，并设/: S-S 是把乃映成 TY 的一个 同胚. 由于 TY 与 T 2 处于 
一般位置，正如以前一样，我们可以找到同时是 TY 与乃的一个细分 71. 然后我们可以通过 
/一 1 把： T 2 映成乃的一个细分了\.以这样的方式就可以得到分别是： H 与 T 2 细分的7^与 
n, 使得它们是等价的. ■ 

如图 14.10 所示，一个三角形可以被指定一个旋转方向，作为它的每个点的旋转方向， 
而它不是在默比乌斯带上所遇到的定向逆转的局面. 

如图 14. 10所示，在一个三角形上的旋转方向导致它在每条边上的一个方向.这使我们 
有以下的 定义： 

定义 14.12 设 S 是一个紧致曲面，而 r 是 S 的一个三角 剖分. 三角剖分： T 可以 是协同 
定向的， 如 果丁中 的每个三角形可以被指定一个旋转方向，使得如果两个三角形交于一条边， 
那么传承自每个三角形的边的方向彼此相反.（见图 14.11.) 

在上述定义中，被传承的边的方向不匹配的条件，确保我们可以把一个定向从一个三角 
形越过1条边推向相邻的三角形，并使对应的定向一致. 

在图 14. 12中，我们描绘了球面和环面的协同定向的三角剖分.在图 14.8 中，射影平面的 
三角剖分似乎与球面的三角剖分相 类似. 然而球面的协同定向的三角剖分，不转化为射影平面， 
由于当我们把圆盘的顶部和底部粘合在一起以得到此射影平面时，就有一些三角形，它们的边粘 
合在一起，使得定向并不真正匹配.环面和克莱因瓶的三角剖分，也会出现类似的情况. 



图 14. 10 —个三角形上 图 U . ll 在一个协同定向三角 图 14. 12球面和环面的协同 

的旋转方向 剖分中的三角形 定向的三角剖分 


以下的定理建立了可定向，以及具有协同定向这两种性质的等 价性： 

定理 14.13 —个紧致曲面 S 是可定向的，当且仅当它有一个协同定向的三角剖分. 

证明 我们首先来证明，如果一个紧致曲面 S 是协同定向的，那么， S 的任一三角剖分 
也是协同定 向的. 特别地，设了 i 与： r 2 是 S 的三角剖分，并设是协同定 向的. 由定理 
14.11, 存在分别是与 T 2 的细分 T ; 与71,使得^与 T ; 是等 价的. 显然 

(1) 细分 T ; 传承一个来自的协同定向. 

(2) 三角剖分 H 由于等价于: T; 而得到一个协同定向. 
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(3) 三角剖分 T 2 来自它的细分71的协同定向 • 

再设 S 是一个不可定向的紧致曲面，因而包含一个嵌入的默比乌斯带 M . 我们需要证 
明， S 的任一三角剖分不是协同定向的.由本证明的第一部分，只要证明存在 S 的一个三 
角剖分不是协同定向的就可以了 • 设了是 S 的一个三角 剖分. 我们可以用与定理 14.11 的 
证明中类似的做法，调整和细分 T ， 使得所得到的 S 的三角剖分 T ' 是一族三角形了“它的 
并是嵌入的默比乌斯带 M . 通过沿着默比乌斯带的中心线推拉旋转的方向，我们就可以使 
旋转的方向 逆转. 这个事实蕴涵，在中的三角形不是协同定 向的. 因此， S 的三角剖分 
t 不是协同定向的. 

接下来设 S 是可定向的.我们需要证明， S 有一个协同定向的三角剖分.如果不是这样， 
设了是 S 的一个三角剖分.那么，： r 不是协同定向的.从： r 中任一三角形开始，在它上面选 
取一个旋转方向，以协同的方式把此旋转方向延长到相邻的三角形.对 t 中的所有三角形继 
续这个过程.由于了不是协同定向的，因此在某个点，我们可以在一个三角形上的一个旋转 
方向终止，此方向与已指定为一个相邻三角形的方向不协同.于是，可以得到相邻三角形的 
一个序列 q ，…，使得 

(1) 对于任一 i = l ， …， n ~ l 9 与 rai 有一条公共边，且是相互协同定向的. 

(2) 三角形^与^有一条公共边，但^上的旋转方向与^的旋转方向不协同. 

考虑跨越图 14.13 中阴影所示的 

每个三角形 r , 的带子.如果我们把这 
条带子看成是由这些三角形粘合在一 
起而构成的， 一 次粘合一个，那么， 

当把与 n 相粘合时，此带子就被拧 
了半拧，使之成了一条默比乌斯带. 

因此，存在一条嵌入 S 中的默比乌斯 





把一些边相粘合 
使得箭头一致且 
定向不协同 


图 14. 13阴影的带子相粘合形成此曲面上的一条默比乌斯带 


带，这与 S 是可,定向的假设相矛盾.于是得出， S 有一个协同定向的三角剖分. ■ 

我们以前曾指出，球面和环面都存在协同定向的三角剖分.（见图 14.12.) 因此定理 14.13 
蕴涵球面和环面是可定向的.由于定向性是一种拓扑性质，因此，我们可以把这两种曲面与克莱 
因瓶和射影平面加以区分.特别地，无论球面还是环面，与克莱因瓶和射影平面都不同胚，由于 
前两个曲面是可定向的，而后两个曲面是不可定向的.正如本例所指出的，定向性是用于区分紧 
致曲面的一种基本 性质. 下一节，我们把它与欧拉示性数一起，用来区分所有的紧致曲面. 

至此我们已经对稍受限制的紧致曲面族作了介绍，但我们可以戏剧性地用以下定义中的 
连通和来对此曲面族加以 扩充： 


定义 14. 14已知两个曲面&与 S 2 , &与 S 2 的连 通和， 是通过从每个曲面中挖去一个圆盘的 


内部，并借助一个商映射，把两个圆周的边粘合在一起而得到的曲面，记为 


S !# S 2 . (见图 14.14.) 


连通和这种运算的结果是一个 曲面. （见练习 14.9.) 虽然在这里我们不加证明，但至于 
同胚，上述连通和运算与一些特定的圆盘无关，这些圆盘是我们从这些曲面中挖去的.连通 
和运算与我们用于两种圆周边上的特定粘合也无关. 
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<=>^ -<=>0 

◊ CH) (HXH) 



图 14. 14 两个曲面的连通和 

请注意，当我们求曲面 S 2 与任何其他曲面 S 的连通和时，结果是与 S 同胚 • （见图 
14. 15.) 如果我们把连通和认为是在曲面 S 2 上的一个加法运算，其作用像是恒等运算. 




图 14. 15 S 2 # S 与 S 同胚 


定义 14. 15 n 维环面的连通和，称为 w 维曲面的亏格， 记为 wT . 球面称为0 维环面的亏 
格. （见图 14. 16.) 



图 14.16 n 维曲面的亏格，”=0, 1，2, 3 


对于所有整数 n >0, 72维曲面的亏格是一个紧致曲面.此外，由以下的定理可得出， n 维 
曲面的亏格是可定向的. 

定理 14.16 设&与^是紧致曲面.那么 SitfSz 是可定向的，当且仅当 Si # S 2 是可定向的. 
证明 见练习 14. 10. ■ 

14. 1 节练习 

”•、 

* • 

14.1 在练习 ？.18 中，我们介绍并证明了附加点轴 ( extra-point line ) 是豪斯多夫的 • 基本的集合是 

{ pA ， 其中 A 是不包含在 R 之中的一个附加点. X 上的拓扑，借助由所有区间 U ，6) CR 及所形 
如 （ c ，0) U ^ e } U (0, d ) 的集合 U <0, d >0) 来定义. f : 

(1) 证明： X 上有一个与一个开区间同胚的 邻域. 

(2) 证明： X 有一个可数的基. 

(附加点轴满足1维流形所需的两个条件，但它不是豪斯多夫的，因而不是一个1维流形 .） 

14.2 证明：如果 I 是具有离散拓扑的 R ， 那么， R d XR 满足成为1维流形的，除了没有一个可数基之外的 
所有条件. / 

14.3 设 M 是 一个; z 维流形，并假定 x 6 M . 证明：对于： c 的任一邻域 LT , 存在一个开集 B ， 使得: cGB 匚 LT ， 
且 B 与 w 维开球同胚. 
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14.4 证明定理 14.7 设&与 S 2 是同胚的两个曲面.那么&是可定向的，当且仅当 S 2 是可定向的 • 

14.5 尽管默比乌斯带不是一个曲面，我们可以如图 14. n 所示对它进行 
三角剖分.在它的一个三角形上选取一个旋转方向，并证明它不能 
扩充为整个三角剖分的一个协同定向. 

14.6 用乌雷松度量化定理（定理 5.24) 来证明，每个流形是正则的，因而图 14 .17默比乌斯带的三角剖分 
是可度量 化的. （提示：利用练习 14. 3.) 

14.7 举一个拓扑空间的例子，它满足成为2维流形的除了不是豪斯多夫的之外的所有 条件. （提 示： 考虑练 
习 14. 1.) 

14.8 设 M 是一个〃维的非紧致流形. 

(1) 证明 M 是局部紧致的.（因此 M 的单点紧化，产生一个紧致的豪斯多夫空间 Y ， 它以 M 为一个子 
空间，并使得 C 1( M )= Y .) 

(2) 举一个2维流形 M 的例子，使得 M 的单点紧化不是一个2维流形. 

14.9 证明两个紧致曲面的连通和是一个紧致曲面. 

14. 10证明定理 14.16 设3 1 与5 2 是紧致曲面.那么5 1 #3 2 是可定向的，当且仅当5 1 与5 2 都是可定向的. 

14.2 欧拉示性数与紧致曲面的分类 

本节我们继续研究紧致曲面.我们介绍欧拉示性数，证明它是紧致曲面的一个不变量， 
然后用它——对可定向性的猜测——来对两个紧致曲面加以区分. 

已知一个紧致曲面 S 的一个三角剖分，我们可以用被视为同一的，产生此曲面的若干对 
边作一个多边形.我们首先从一个三角形开始，并与另一个三角形实现单边视为同一.在拓 
扑上，此结果是一个圆盘.如果还有其余的三角形，那么，由于 S 是一个曲面，至少有一个 
三角形沿它的边界上的一条边与这个圆盘粘合.在拓扑上，此结果仍是一个圆盘.我们继续 
此过程，直到所有的三角形都被粘合，产生一个圆盘，在它边界上的几对边仍然被视为同一. 
这称为 S 的一个 多边形表示. 把环面与克莱因瓶表示为把它们的边粘合在一起的一些正方形， 
就是多边形表示.在 3. 4节中，我们已看到一些曲面的其他多边形表示. 

例 14.1 在图 14.18 中，我们看到，环面与克莱因瓶的连通和的一个多边形表示. 
我们从所得到的曲面的图示，说明如何来展现被粘合的边. 


❖ 


b 

图 14. 18 T # K 的一个多边形表达 

已知一个紧致曲面的一个三角剖分，我们定义欧拉示性数 如下： . 

定义 14. 17设 丁是紧 致曲面 S 的一个三角 剖分. 我们用 Z ( T )= V — E + F 来定义 了的 
欧拉示性数， 其中 V 是在此三角剖分中的顶点数， E 是边数， 而 F 是三角形的个数. 
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我们用 F 作为三角形的个数，由于我们还把它们认为是面的个数，就像剖分成三角形的 
紧致曲面由三角形的面组成一样.表达式 V — E + F ， 既在欧拉示性数公式中出现，又在可平 
面_的欧拉公式中出现（定理 13. 18). 在本节最后，我们讨论这两个公式之间的关系 • 

原来，对于已知紧致曲面的任一三角剖分来说，欧拉示性数都是相 同的. 我们把上述结 
论表示为以下的定理，它在对两个紧索曲面进行区分时，是非常有用的： 

定理 14. 18 设与 T 2 是紧致曲面 S 的三角 剖分. 那么(丁 2 ). 

证明设 S 是紧致曲面，而 c 与： T 2 是 S 的三角 剖分. 首先，如果与： T 2 是等价的， 
那么直接可以得出，它们的欧拉示性数是相同的 • 

其次，如果： H 与 T 2 不等价，那么由定理 14. 11，存在等价的三角剖分71与71，它们分别 

是：^与乃的细分.我们断言，在细分下欧拉示性数保持不变.有了此断言就有 
与 zcr 2 )=% o 1)， 又由于冗与穴是等价的，所以于是得出，在这种情况 
同样有 ％(^)=%(了 2 ). 

我们再来证明，一个三角剖 分了的 欧拉示性数，在细分下保持不变.为此，把 T 看成是在 
S 中，由 T 的顶点和边所组成的一个拓扑图 G . 我们可以通过对 G 进行一系列的运算来作出 ： T 
的一个细分 T '， 产生一系列的拓扑图 G = G 。， …， G „， 其中仏是与细分 T ' 对应的拓扑图. 

上述一系列的运算如下，我们用图 14. 19来加以 说明： 

ay 在位于 G , 的一条边上添加一个新的顶点，得到 G , +1 . 其结果是，中的边细分为 
G l +1 中的两条新边. 

(2) 在 G , 中添加一个新的顶点和一条新的边，得到 G l +1 . 所添加的顶点和边，位于(^的 
补图，而新边把此新的顶点与0,•中的一个顶点相连. 

(3) 在 G 中添加一条新的边，得到 G , +1 . 所添加的边位于 G : •的补图，且把 G , 中的两个 
顶点相连. 

::: -•■■ ■ - : ..... ... : * .. - 、： ; :' ... ■ - ' . - .... 

( i ) ( ii ) ( iii ) 

图 14. 19 为细分三角剖分而在拓扑图上进行的一些运算 

为了证明欧拉示性数在细分下保持不变，我们证明这样一系列的运算并不改变欧拉示性数.首 
先，当一个拓扑图 g 与 s 的一个三角剖分： r 相关时， G 的顶点和边，与： r 的顶点和边相对应.因 
此，如果我们设 V 表示 G 中的顶点数，£:是边数，而 F 是在 S 中 G 的补图的连通子图的个数，那 
么 V — E + F 是欧拉示性数.在对一个拓扑图进行以上每一种运算后，我们未必有与一个三角剖分 
相关的拓扑图，但是我们仍然可以为它算出 V — 我们断言，它的值经每一种运算后不变， 

因而得出欧拉示性数在细分下保持不变.让我们看一下这些运算对 V - E+F 的 作用： 

运算 （1): 经这个运算，在 G : 中添加一个顶点，并把一条边细分为两条新边.因此，我 
们净增加一个顶点和一条边，结果不改变 V — E + F 的值. 

运算 (2)： 经这个运算，在 G : 中添加一个顶点和一条边，且使补图的连通子图的个数保 
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持 不变. 因此我们净增加一个顶点和一条边，结果也不改变 V — E + F 的值 ♦ 

运算 （3): 经这个运算，在6中添加一条边，并把补图的一个连通子图，分为两个新的连 
通子图.因此，我们净增加一条边，和补图的一个连通子图，结果仍然不改变 V — 的值 • 

于是得出，欧拉示性数在细分下保持不变，因而我们就得到所要的结果：如果乃与乃 

是紧致曲面 s 的三角剖分，那么 xm - xm . ■ 

在上述证明中有两种运算，尽管在直观上显而易见，却非同 寻常. 一 是运算（2)，它使 
拓扑图补图的连通子图的个数保持不变，二是运算（3)，它把一个连通子图分为两个新的连 
通子图.这些结果源自定理13.17，它是我们未加证明的，但对若尔当曲线定理（定理 
11.2.) 和定理 11. 10作了推广的一个结论. 

定理 14. 18证明中的运算 （1) 〜（3)，能使我们实现在定理 14. 11证明中的5个步骤，这 
些步骤用于对一般位置的两个三角剖分进行常见的细分•设乃与 T 2 是这样的两个三角剖分. 
如果我们选取:1\，那么我们可以用运算 （1) 〜（3)，把来自 T 2 的所有的顶点和边都添加到这 
两个三角剖分之上.这在本质上涵盖了定理 14. 11证明中的作图步骤 （1) 〜 （3). 然后我们就 
可以用运算 （1) 〜（3)，再 fit 入一些顶点和边（就像定理14_ 11证明中的步骤 （4) 与 （5) 所 
叙述的一样），使这些三角形离开那些已经不是三角形的区域. 

有了定理 14. 18,我们就可以把 一个紧致曲面 S 的欧拉示性数， 定义为 S 的任一三角剖分 


的欧拉示性数.我们把 S 的欧拉示性数记为 

显然如 果了是 S 的一个三角剖分而/: S — S ' 是一个同胚，那么，/自然把了映成 S ' 的一 
个三角剖分: T . 此外， T ' 的欧拉示性数等于： T 的欧拉示性数.于是，我们就有以下的定理， 
它证明了欧拉示性数是紧致曲面的一个不变量. 

& 

定理 14.19 如果 S 与 Y 是同胚的紧致曲面，那么； f ( S )= Z ( S '). 


m 14. 2 从图 14.8 中 的三角剖分，我们可以看出 ％(穿）=2, z ⑺=0, Z ( K )-0, Z ( P ) = 1. 
这些欧拉示性数的值与定向性一起，使我们能够区分这 4 个空间.由定理 14.19 可得出， 
S 2 与 T ， K 或 P 不同胚， T 与 P 不同胚，而 K 与 P 不同胚.在这里通过欧拉示性数唯一不 
能加以区分的 是了与 K ， 但在上一节，我们已用定向性对它们作了区分. 


欧拉示性数的拓扑不变性（定理 14. 19) 和可平面图的欧拉公式（定理13.18)，是密切 


相关的两个结论.定理 14. 19适用于紧致曲面，但仅涉及三角剖分，而定理 13. 18适用于平 
面与球面，且涉及一般的拓扑图 • 这两个结论都蕴涵球面的欧拉示性数为 2. 

正如我们对 S 2 , T ， K 和 P 所做过的一样，我们可以用欧拉示性数与定向性，来区分所有的紧 
致 曲面. 以下的定理是我们要寻求的那种结论的一个范例.它对一些紧致曲面作出了全面的分类. 


定理 14.20 任一紧致曲面恰好与 S 2 , : T #： T # …# 丁 
或之一同胚. 

在定理 14. 20中所列出的那些紧致曲面，已在图 14.20 
中表示出来 • 正如用 nT 表示72维环面的连通和一样，我们 
用 nP 表示 n 维射影平面的连通和. 

为了证明定理14.20，必须证明任一紧致曲面至少与 
S 2 , T 或 nP 之一同胚，而在 S 2 , nT 与 nP 之中，任何两 



图 14. 20完整的紧致曲面族 
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个都不 同胚. 在本节稍后，我们用欧拉示性数与定向性，来证明所列出的那些紧致曲面中的 
任何两个都不同胚. 

对任一紧致曲面至少与所列出的曲面之一同胚，我们不加 证明. 它们的证明可以在 
[ Mun ] 和 [ Mas ] 中找到.证明的思路是，已知一个紧致曲面，我们可以对它进行一系列的 
切割和粘贴运算，以证明它具有所列岀曲面之一的形式.在 3.4 节中，我们已对切割和粘贴 
运算作过介绍.我们在例 14. 3中给出另一个切割和粘贴的例子. 

考虑我们能用连通和所作出的所有紧致曲面，令人惊奇的是，它们全都归入定理 14. 20所列出 
的曲面类型之一.例如，克莱因瓶是不在定理 14.20 所列出的曲面之中出现的一个紧致曲面.然 
而，在例3.25中我们已证明过1<：2尸#尺当然，是所列出的曲面之一，因而克莱因瓶也是. 

例 14. 3 不在定理 14.20 所列出的曲面之中出现的另一种紧致曲面是 T # P . 这是一种不 
可定向曲面.因此由定理14.20，它必定是一些射影平面的连 通和. 事实上 
P . 在图 14.21 中，我们用切割和粘贴说明了 由于于是得出， 



图 14.21 用切割和粘贴说明： T#P 与同胚 

从例 14.3 的关系式：证实，对于曲面的连通和来说，消去律不成立.而当 T 
ttP 与同胚为已知的事实时，此消去律却蕴涵： T 与 K 同胚. 然而，丁与 K 不同胚，这 
是由于： r 是可定向的，而 K 却不是. 

关系式与: r # P 3 K # P ， 产生射影平面连通和的下列 表征： 

定理 14.21 对于任一整数 

«是奇数 

nP^J _ 

n 是偶数 
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证明 见练习 14. 11. ■ 

紧致曲面分类定理的以下替代形式，是定理 14. 20与 14. 21的一个直接 推论： 

定理 14. 22任一紧致曲面恰好与 S 2 ， nT , nT # K 或 nT # P 之一同胚. 

在定理 14. 22后两个连通和中，我们可以允许没有： T ， 而把 K 与 P 列入我们的表中•在 
图 14. 22中，展示了我们在定理 14.22 中所列出的一些紧致曲面 • 



图 14. 22完整的紧致曲面族 ‘ 

像例 14.2 中所论证的球面、环面、克莱因瓶和射影平面一样，我们可以用定向性与欧拉 
示性数来区分不同的紧致曲面.为了区分所有的紧致曲面，我们需要了解，连通和运算对欧 
拉示性数的作用. 

引理 14.23 如果&与 S 2 是紧致曲面，那么 

Z ( S !# S 2 ) = X ( S 1 )+%( S 2 )-2. 

证明 由于欧拉示性数与三角剖分无关，我们选取&与&的三角剖分，使得一些圆盘 
是在此三角剖分中的一些三角形，这些圆盘的内部，是我们在取连通和的过程中被我们挖 
去的. 于是连通和的运算与从中挖去一个三角形的内部的每个曲面相对应，这些三角形的 
边彼此视为同一，顶点与顶点粘合，边与边粘合.但是每个边界由3个顶点和3条边组成. 
因此，在组合 S 与&的三角剖分从而得到 S :# S 2 的三角剖分的过程中，我们丧失了 3 个 

顶点、3条边和2 个面. 于是所得到的欧拉示性数是 —3 + 3 — 2. 因此八&并 

-S 2 ) == Z(Si)+^(S 2 ) — 2. _ 

定理 14. 24 对于紧致曲面 wT 与 nP 来说，欧拉示性数由 X ( n ： T ) = 2 —2 n 与 XCnP )=2 -n 
给出. 

证明 见练习 14. 12. ■ 

由上一节包括定理 14. 16在内的关于定向性的结论，可得出 S 2 与 nT 是可定向的，而 nP 

不是. 此外由于 X ( S 2 )=2 与 XUT ) = 2 —2 n 可得出，在 S 2 与之中没有两个紧致曲面有相 
同的欧拉示 性数. 类似地，没有两个 0 紧致曲面 nP 有相同的欧拉示性数.因此，已知在定理 
14.20 中所列出的任何两种紧致曲面，要么有相同的欧拉示性数，要么一种是可定向的，而另 
一种是不可定 向的. 无论哪种情况，我们可以得到结论，在定理14/20中所列出的任何两种 



㊀指两个不同的. 


译者注 
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紧致曲面都不是同 胚的. 对于定理 14.22 中所列出的那些紧致曲面，也可以得出同样的结论. 
这就导出以下有用的 结论： 

定理 14.25 两个紧致曲面是同胚的，当且仅当它们有相同的欧拉示性数，且要么都是可 
定向的，要么都是不可定向的. 

定理 14. 20和定理 14. 25使紧致曲面的分类问题宣告 结束. 为确定定理 14. 20中所列出的 
哪一种紧致曲面与任何给定的曲面相对应，我们有了完整的，所有无重复的可能情况的表， 
并有了一种简单的（计算欧拉示性数及确认曲面是否可定向） 算法. 

例 14.4 为了了解此算法如何能用于确认一个紧致曲面，考虑由连通和 K 神 
: r #: r 给出的曲面 s . 于是可得出 s 是不可定向的，这是由于在连通和中存在一个不可定向曲 


面 ， S 正是由这个曲面而构成.用引理 14. 23, 和 K ， 了与 P 的欧拉示性数，我们看出 Z(S) 
= -8. 在定理 14.20 中所列出的紧致曲面中，欧拉示性数为 一8 的不可定向曲面是 10 P ， 即 
连通和为10的射影平面，因此， S 与10 P 同胚. 

确认诸如上例中的曲面为紧致曲面的另一个方法是，只要利用关系 K = 及 = 
把此连通和表示为射影平面的连通和.在的情况，每个 K 
提供一个 P # P ， 每个 P # 丁提供一个因此结果是10 P . 

我们还想把一个圆盘或一个默比乌斯带作为一个曲面来考虑.然而，在它们的边上的那 
些点，没有与2维开球同胚的邻域.但它们却有与半球同胚的邻域.于是，设 H ” 是由 = 
{( 々， x 2 , … ， x n )eB n |x n >0} 给出的 n 维开球企的子空间.我们定义广泛的一类流形 
如下： 


定义 14.26 带边的 n 维流形 M 是一个具有可数基的豪斯多夫空间，使得任一点，要么 
存在一个与 n 维开球同胚的邻域，要么存在一个与 H ” 同胚的邻域，而且后一类型的点集是 
非空的. 

存在一个与 n 维开球同胚的邻域的点集，称为此流形的 内部， 而不存在一个与打维开 
球右 n 同胚的邻域，但存在一个与同胚的邻域的点集，称为此流形的边缘 （简 称边 ）/ M 的 


边记为 BM . • 

一 个带边的连通2维流形称为 带边的曲面. 
例 14. 5在图 14. 23中，我们图示了各种 
带边的曲面.在左边，&是一个亏格为3的曲 
面，在其中被挖去了两个圆盘的内部.在中间， 

S 2 是一个在它的边上添加了两根重叠的带子. 

« * 



图 14. 23 一些带边的曲面 


在右边， s 3 是 R 3 的一个子空间，它的边 （ S 3 看成是带边的曲面）是一个三叶纽结. 

•• . 4 

:在 “带边的曲面”中，“边”的含义与以前的含义不同，尽管所得到的集合可能是一致 
的•如果把一个圆盘看成是 R 2 的一个子集，那么，把它的边作为带边曲面的边，与作为 R 2 
一个子集的边是一样的.（见图 14. 2 4 .)然而对于嵌入 R 3 中默比乌斯带的情况，它的作为带 
边曲面的边，是一个圆周，而作为 R 3 —个子集的边，是整个默比乌斯带. 
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o 

D 的边作为具带边的一个流形 


O 





_边作为带边的一个流形 



D 的边作为 R 2 —个子集 


M 的边作为 R 3 —个子集 


14. 24 一个带边的曲面的边可能与作为一个拓扑空间子集的边一致，也可能不一致 


我们采用以下一些关于带边 S 的曲面的事实.它们似乎有道理，但是为了证明它们需要 
一些预备的结论，这会使我们偏离主题太远. 

(1) S 的边是一个1维流形. 

(2) 如果 S 是紧致的，那么，它的边存在有限个分支. 

对紧致曲面曾提出过的大部分概念（三角剖分的存在性、定向性的定义与欧拉示性数等 
等），转为与带边的紧致曲面有关的概念. 

设 S 是一个带边的紧致曲面.它的边的每个分支是1维紧致流形，因而由定理14.3,每 
个这样的分支必定与一个圆周同胚 • 对于每个这样的边界圆周，我们可以添加一个带边的圆 
盘与此圆周 粘合. 这个过程称为 S 的边加艎 (capping off ). 于是， S 连同这些粘上的圆盘， 
是一个不带边的紧致曲面 S ' 因此，每个带边的紧致曲面 S , 可通过从定理 14. 20所列出的 
哪些紧致曲面之中的 f 中，挖去有限多个分离圆盘的内部而得到. 

如果一个带边的紧致曲面 S 嵌入 R 3 之中，对应的加盖的曲面 S * 的情况未必同.例如, 
默比乌斯带是一个嵌入 R 3 之中带边的曲面，但是，当我们为默比乌斯带加盖，就得到一个并 
非嵌入 R 3 之中的射影平面 • 

为了辨认一个带边的紧致曲面 S , 计算它的欧拉示性数，确定它是否可定向，并确定它有 
多少个边的分支就可 以了. 我们再来考虑加盖曲面 S ' 直接就可看出， S 与 S * 的欧拉示性数 

满足关系 X ( S *)= X ( S ) + n ， 其中 w 是 S 的边的分支数，即为得到 S * 而在 S 上所粘合圆盘的 
数量.无论 S * 是否可定向，用 S * 的欧拉示性数，我们就可以利用定理 14. 20来辨认 S ' 于 
是，我们就确认了 S 是通过挖去 n 个分离圆盘而得到的曲面 S ' 

螭 

例116 在图 14.25 中，我们图示了一个作为 R 3 的一个子空间的，带边的曲面 S.S 的边 
是连通的，且构成记为 7 4 的纽结.我们希望辨认 S . ; 

请注意，在 S 中的任一圈，必定经历偶数次拧半圈.因此，在 
S 中嵌入一条默比乌斯带（蕴涵 S 是可定向的）是不可 能的. 此外， 

S 的欧拉示性数是 一 l. t (见练习 14.16.) 于是，如果 S * 是由 S 加 

盖而得到的曲面，那么 S * 是可定向的，且 Z ( S * )^= Z ( S )+1 = 0. 

于是得出， 义是一 个环面，.而 S 是从一个环面挖去单个圆盘而得到 . . 图14. 2 5 这是 哪一种 
的带边 曲面. 带边的曲面 
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14.2 节练习 

14.11 证明定理 14. 21 对于任一整数 

'~^ T#P «是奇数 

rzP ^ J 

«是偶数 

14.12 证明定理 14. 24对于紧致曲面与来说，欧拉示性数由 = 2 —2n 与; = 2 — ;? 给出. 
14. 13考虑曲面 T#K 林这是定理 14. 20 中所列出的哪一种曲面？是定理 14. 22 中所列出的 
哪一种曲面？ 

14. 14考虑通过把一个正方形的一对边相粘合来构建一个拓扑空间的所有可能的方式.对于每种可能性辨 
认所得到的空间. 

14.15 (1) 证明： 把一个六边形相对的边视为直接越过，所产生的是一个环面. 

(2) 请确定：当一个八边形相对的边视为直接越过，所产生的是什么曲面. 

(3) 请 确定： 当一十边形相对的边视为直接越过，所产生的是什么曲面. 

(4) 请 确定： 当一个 2n( w >6) 边形相对的边视为直接越过，所产生的是什么曲面. 

14. 16对于例 14.6 中的带边曲面，证明扒 S) = — l . 

14.17 辨认在图 14. 26 中的每个带边曲面. 



图 14. 26辨认图中的每个带边曲面 
14.18 (1) 辨认（不作证明）所有带边的1维连通流形. 

(2) 辨认（不作证明）所有带边的1维紧致流形. 

14.3 3维流形 


在本节，我们观察各种 3 维流形的例子，在我们心目中，任何一个 3 维流形都是我们所 
在的宇宙的空间部分. 

例 14. 7(3 维球面 S 3 ) 3维球面定义为在4维空间中与原点的距离为1的点集， 

S 3 = { (x , y 9 zfXv} \ x 2 + y 2 + z 2 + = 1 }• 

它是一个紧致的连通3维流形.（见练习 14.19.) 

在例 7. 20中，我们曾讨论过为什么可把 S 3 认为是3维欧氏空间 R 3 中的单点 紧化. 通过在 
R 3 中只要添加一个点，并适当地为此结果定义一个拓扑，我们就能得到一个与 S 3 同胚的空间. 

我们再考虑作出 S 3 的另一个方式.我们 
把它看作为类似于2维球面，就可以认为是 
一 个上半球面沿着赤道与下半球面相粘合. 

由于这两个半球面都与圆盘同胚，我们可以 
认为，此2维球面由两个圆盘的边粘合在一 
起而 产生. （见图 14.27.) 



图 14. 27两个圆盘的边粘合在一起而得到2维球面 
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类似地，我们可以通过把3维球沿着它们的球面边缘粘合在一起的方法，来作出3维球面 • 但是 
按照我们最初把3维球面描述为在4维空间中，与原点距离为1的点集，这两个3维球在哪里呢？设 

R = {ix , y j z , xv) \ X 1 y 2 z 2 zv 2 = 1 JL w — 0}. 

换句话说，只是 s 3 的， 令 w = o 而得到的子集.注意到对于那些点， x 2 + y +^ 2 =1,所以 r 

是一个2维球面.以下两个集合 

S - — { ( x 9 y 9 z 9 z ( j ) \ x 1 y 1 -\~ z 2 w 2 — 1 且 w < 0} 

S + = {( x , y 9 z , rv ) \ y 2 z 2 -\~ zv 2 = 1 且 w > 0} 

都以尺为 边缘. 因此 S 3 是把 SL 与 S 3 + 沿着它们的球面边缘粘合在一起得到，而 S 3 的这两个 
子空间，都与此3维球同胚.（见练习14_20.)于是按照这种方式就能发现， S 3 由两个3维球 
沿着它们的边缘粘合而成. 

我们希望有一种产生 3 维流形一些例子的简单手段.正如一些曲面可以三角剖分一样 ,3 

V 

维流形可以分解为一些四面体，其中任何两个四面体如果相交，可能交于一个面、 一 条边或 
一个顶点.我们可以把一个紧致连通曲面的一个三角剖分中的有限多个三角形，与此边粘合 
的一个子集粘合在一起，以实现此曲面作为一个具有把若干对边视为同一的多边形.正如上 
述做法一样，我们可以把一个紧致连通的 3 维流形中有限多个四面体，与此面的一个子集粘 
合在一起，以实现此 3 维流形作为一个具有把它的外部若干对面视为同一的一个多面体. 

当讨论多面体时，对于一个面的内部，我们是指从此面挖去周围的一些边和顶点，而得 
到的集合.类似地，对于一个边的内部，我们是指从此边挖去它两端的顶点而得到的集合. 
这些内部，与作为带边流形的集合的内部相对应，而不是与作为多面体的子集的内部相对应. 

例 14.8(3 维环面） 在第3章，我们曾把3维环面定义为积空间 ^ XSXS 1 . 圆周 S 1 有 
可数组基，且是紧致、连通和豪斯多夫的.于是可得出，3维环面作为圆周的一个乘积，同样 
具有这些 性质. 在 S 1 中的任意一点，有一个与一个开区间同胚的邻域.因此，在此3维环面 
中的任意一点，有一个与3个开区间的乘积同胚的邻域，而这一邻域与3维开球同胚.因此, 
3维环面是一个紧致、连通的3维流形. - 

我们也可以像例 3.26 —样，通过在一个立方体相对的两个面粘合在一起的方法得到.对 
于我们今后要进行的类似的作法，可看出按照这种表示法，在此3维环面中的任意一点有怎 
样的一个邻域是有益的.在此立方体内部的一个点，有一个3维开球邻域，因而在此3维环 

I 

面中的对应点同样如此.（见图 14.28.) 在一个面内部的点有一个半球邻域.与相对的面上的 
点视为同一的点也有一个半球邻域.这两个半球邻域粘合在一起，构成此3维环面中对应点 

一个3维开球 邻域. 在一条边的内部点有一个 | 球邻域，把它与另外3条边的3个对应点的 | 

球邻域粘合在一起，就构成在此 3 维环面中所得到的点的一个3维开球 邻域. 最后，在顶点 



m 14. 28 3维环面上的每个点都有一个3维开球邻域 
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处的八个点有备球邻域也粘合在一起，就构成在此 3 维环面中所得到的点附近的一个 3 维开 

O 

球 邻域. 于是，在此3维环面上的每个点都有一个3维开球邻域 ■ 

按照这个例子，产生紧致、连通的3维流形看来并非难事.只要取你认为合适的具有偶 
数个 nU 为任意）边形的面的多面体，并把这些面成对地粘合在一起，使边与边粘合，顶点 
与顶点 粘合. 我们称这种构建商空间的过程为多 面体粘合- 

我们必须倍加小心，然而，由于一个多面体粘合的结果可能不是一个 3 维流形 • 已知一个多 
面体粘合，在所得到的商空间中的一些点，与以 3 维开球为邻域的多面体的内点对应，这正如所 
需要的 • 而与3维环面的情况一祥，在此多面体的面内部中的一些粘合点所得到的点有3维开球 
邻域，此开球邻域是由两个半开球邻域粘合而成的.然而我们不能确保，出自粘合此多面体一些 
边的那些点，或出自粘合此多面体一些顶点的那些点有 3 维开球邻域.为了从多面体粘合得到一 
个3维流形，对边的粘合和顶点的粘合，需要满足一些附加条件.下面，我们来讨论这些条件 ■ 
首先，我们考虑边.已知一个多面体粘合，自然定义了一个等价关系，使得如果它们彼 
此粘合，这两条边是等价的.在这些边的每个等价类中，所有的边是粘合在一 起的. 假定我 
们有这些边的一个等价类{心，…， 〜}. 设，表示在此商空间中的由这些边的内部粘合而成 
的集合.我们假定这些边的中点粘合在一起，并把所得到商空间的点称为，的中点- 
在此多面体中一条边内部的每个点， 

如图 14. 29所示，有一个嵌人形如一瓤橘子 
的邻域.通过此多面体粘合，橘子瓤状的 
邻域粘合在一起构成 〆 中每个点的商空间 
邻域.我们关注这些商空间邻域是否与3维 
开球同胚. 

假定在我们的等价类中一些边具有有序性，我们就可以构成一 个面-边序列 



图 14. 29在多面体中每条边内部的点有橘子瓤状的邻域 


， F [1，2： I ， F [2, 


便得对于任一 i = l ， 


[1.1] » C 1 ，工 ’[1,2] 5 ^ [2,1] ，匕2 )- F [2,2 j » 

P ， 边 A 出现于面和 F 


• • • 


， F [ p , i ]，* F [沪， 2 ] ， 

CW 上，而对于任一 i 




1 ， …， 户 一 1，面 


粘合.对于我们的等价类中的每条边，取一个包含此边整个内部的橘子瓤状的邻 
域.我们可以选取这些邻域，使得它们彼此粘合在一起构成此商空间中，的一个 邻域. 上述 
面_边序列给出了一个有序的，在，周围的粘合的橘子瓤状的邻域，而由于在此序列最后一 
个面与第一个面粘合，橘子瓤状的邻域与，周围所有的通路粘合在一起. 

如果我们在^上放一个箭头表示一个方向，于是，当我们把序列中一些面粘合在一起时， 
其他边传承来自^的方向.在我们把。包括在内之后，所有的边有一个方向.于是最后一面 
把以与以相粘合，使得这些箭头，要么一致，要么不一致.在前一种情况，这些橘子瓤状的 
邻域粘合在一起，构成，上每一点的3维开球邻域.在后一种情况，存在具有射影平面边界 
的，的中点的任意小的邻域.（见练习 14.21.) 在此我们不作证明，在后一种情况， 〆 的中 
点的邻域与此3维开球不同胚，则可以得到证明. 

在~与^的方向一致时，我们称此面-边序列是 保持方向的， 否则称为是 方向逆转的. 
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不难证明，对于边的一个等价类，如果一个面-边序列是保持方向的，那么此等价类的任一 
面一边序列也是保持方向的（因而如果一个面-边序列是方向逆转的，那么此等价类的任一 

面-边序列也是方向逆转的）.这就导出以下的判 别法： 

边判别法已知由一个多面体粘合得到的商空间，对于边的任一等价类，构成一个面- 
边序列，并确定它是否保持方向_如果边的任一等价类有一个保持方向的面-边序列，那么 

此商空间通过此边判别法，否则，此商空间不是一个 3 维流形. 

例如，考虑例 14. 8中 3 维环面的多面体粘合_存在边的 3 个等价类，容易看出每一个等 

4 

价类都有一个保持方向的面-边 序列. 因此，这个商空间通过边判别法.请注意，这与例 
14.8 中所观察到的情况一致，在那里由粘合边的内部而得到的每个点，有一个由此立方体边 

上点的+球邻域粘合在一起而得到的 3 维开球邻域. 

例 14.9 考虑在图 14. 30 的左边所示的立方体上的 粘合. 在此图的右边，标记数字 1 〜 4 
的边构成此粘合的一个等价类.如果设 T ， B ， F ， L 和尺分别表示此立方体的顶面、底 
面、 前面、后面、左面和右面，那么丁， 1， F ， 2, L ， K ， 3， F ， 4 ， B 是此等价类 
的一个 面-边 序列.如果我们按图选取边 1 的方向，那么边 2 〜 4 传承所描述的 方向. 底面翻 
一个筋斗与顶面相粘合，因此，这两个面粘合时，边1的方向与边4的方向不一致.于是， 
这个商空间不能通过边判别法，它不是一个 3 维流形. 

接下来考虑在多面体粘合中的顶点.对于顶点的集合，我们定义一个等价类，使得如果 
两个顶点粘合在一起，它们就是等 价的. 对于每一个等价类，在此多面体粘合下所有对应的 
顶点视为同一，在此商空间中产生一个单独的点. 

假定我们有顶点的一个等价类{%， …， xU . 设 V 表示在商空间中由这些顶点粘合在一 
起而得到的点.当我们如图 14. 31所示在接近一个顶点 a 处割此多面体时，每个％是一个棱 
锥的顶点，此棱锥的面位于此多面体的面上，而且此棱锥有一个多边形的底，此多边形的内 
部位于此多面体的内部.（说起棱锥，我们指的是，由与一个顶点和底面相连接的所有线段构 
成的一个多面体，此底面是一个多边形，不一定是正方形 .） 



图 14.30 边{1，2, 3, 4} 的等价类有一个 图 14. 31多面体的每个顶点是通过在接近顶点处 

方向逆转的面-边序列 割多面体而得到的一个棱锥的顶点 


再取一个棱锥族，一个&一个棱锥，使得当此多面体粘合在一起时，此棱锥的面、边和 
顶点适当地被安排，而且粘合在一起.设 B 是由这些棱锥粘合在一起而得到的商空间的子集. 
在此商空间中，点 f 位于 B 的内部.我们关注的是， B 的内部是否与3维开球同胚. 

上述步骤的结果是集合 B 被作出， B 的边界由粘合在一起的棱锥的底所组成，因此是 
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一 个紧致曲面.我们称这个曲面是 V 的一个 环绕曲面. 如果这个曲面是一个球面，那么正 
如我们把这些棱锥收缩为一些顶点认一样，所得到的环绕曲面本质上产生一族束缚于 f 的 
同心球面.于是可得出， B 与此3维球同胚，因而 f 有一个3维开球 邻域. 如果环绕曲面 
不是一个球面，可以证明（但是我们在此不给出证明）， V 的邻域与3维开球不同胚 • 这就 
导致以下的判 别法： 

顶点判别法已知一个由多面体粘合而得到的一个商空间，如果顶点的每个等价类有一 
个是球面的环绕曲面，那么，此商空间通过顶点判别法，否则，此商空间不是一个3维流形. 

例如，考虑例 14.8 中3维环面的多面体粘合.存在由立方体全部8个顶点所组成的顶点 
的一个等价类.设/是由粘合在一起而得到的商空间中的点，并设 S 是一个环绕曲面.请注 
意， S 当然被棱锥的底三角剖分，这是由于每个底是一个三角形. 

我们根据此三角剖分来计算 S 的欧拉示性数.在此等价类中的每个顶点，为构建 S 提供 
一个棱锥的底面，因而为此三角剖分提供一个三角形.于是，对我们所计算的欧拉示性数 ， F 

= 8. 在此环绕曲面的三角剖分中，有条边，这是由于每个棱锥的底面提供3条边，但是 

在构成 S 时这些边成对地粘合在一起.因此， E =12. 最后，在此多面体粘合在一起之前，每 
个立方体的边包含此三角形的两个顶点，以粘合在一起构成 S . 粘合一旦实现，在每个由立方 
体的边粘合而成的集合，，有两个三角剖分的顶点.我们以前已经着到，存在边的3个等价 
类，因此 V =6. 因此， S 的欧拉示性数 V — E + F 是 2. 

按照我们在上一节对紧致曲面进行分类的结论，可得出 S 是一个球面.因此，这个商空 
间通过顶点判 别法. 当然，这与在例 14. 8中所看到的结果一致，在那里 f 有一个由此立方体 

的一些 | 球邻域粘合在一起所得到的3维开球邻域. 

例 14. 10考虑在图 14, 32 的左边所示的八面体粘合.此八面体最上面的顶点未与其他顶 
点粘合，因而是在它的等价类中唯一的 一点. 设 V 是此商空间中对应的点.如果我们在此顶 
点附近割此八面体，我们就得到此图中间所示的一个 棱锥. 正如八面体粘合一样，此棱锥的 
前面、后面、左面和右面粘合在 一起. 此棱锥的底面在它的边上被粘合在一起，构成沪的一 
个环绕曲面.正如此图所示，此粘合相当于按通 常的， 把一个正方形相对的两边视为同一而 
得到一个环面 • 因此，这个商空间不能通过顶点判别法，且它不是一个 3 维 流形. 







图 14. 32 8面体粘合导致一个点以及作为环绕曲面的一个环面 






304 第 14 章 

综合我们的流形-结构的判别法，我们就有以下关于多面体粘合的定理： 

定理 14.27 设 M 是一个由多面体粘合所得到的商空间.那么，当且仅当 M 既满足边判 
别法，又满足顶点判别法时， M 是一个 3 维流形. 

证明 正如我们已经讨论过的，如果此商空间不满足边判别法及顶点判别法之一，那么 
M 不是一个 3 维流形. 

于是假设，商空间既满足边判别法，又满足顶点判别法. M 是豪斯多夫的，且按照类似 
于把克莱因瓶作为一个正方形的商空间（见定理 14. 5) 的一种方式，具有可数基.小的 3 维 
开球邻域、粘合的半球 邻域、 粘合的橘子瓤状邻域和顶点的粘合邻域，都可以用来定义一组 
可数基，且把一些点分离，以证明 M 是豪斯多夫的. 

正如我们已经讨论过的， M 中与多面体的内点相对应的点以及 M 中与一个面的内点相对 
应的点，有一些 3 维开球邻域.由于 M 满足边判别法， M 中的由边的内部粘合在一起而得到 
的一些点，有一个把橘子瓤状邻域粘合在一起而得到的 3 维开球邻域.又由于 M 满足顶点判 
别法， M 中的由边的一些顶点粘合在一起而得到的点，有3维球邻域，它们由对粘合在一起 
的棱锥取内部而得到. 

因此，如果 M 满足边判别法和顶点判别法，那么 M 是一个 3 维流形. ■ 

让我们考虑更多的 3 维流形的例子. 

例 14.11( +拧流形) 这个流形由一个立方体通过把两对正相对的两面粘合，且如图 

14. 3 3 所示，最后一对相对的两面拧了+周角后再粘合 起来. 存在边的 3 个等价类，正如 3 维 

环面所出现的一样，每个等价类包含 4 条边.每个这样的等价类，有一个保持方向的面-边序 
列.（见练习 14.22.) 

在此立方体中的 8 个顶点，彼此视为同一，而且正如在 3 维环面的例子一样，欧拉示性数可用 
于 证明： 在此商空间中对应点的环绕空间是一个球面.于是可以得出，+拧流形是一个 3 维流形. 

例 14.12( +拧流形) 这个商空间定义在图 14.34 所示的一个六角 柱上. 每个正方形面直 

接与它相对的正方形面粘合，而正面拧 了+周 角后，再与背面的六边形粘合在一起.此商空 
间满足边判别法与顶点判别法，因而是一个3维流形. 



图 14. 33把立方体的一些面相粘合得 到+拧 的流形 图 M .34 把六角柱的各个面相粘合 得到+ 拧流形 
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例 14.13( 庞加莱 12 面体空间） 我们确认一个 12 面体相对的每对面，如图 14.35 所示，按顺 
时针方向旋转 了&周 角后，再粘合在 一起. 请注意，确认从正面到背面顺时针拧士周角，与确认从 


背面到正面 拧&周 角是一 样的. 所得到的商空间，满足边判别法与顶点判别法，因而是一个3维流 

形.（见练习 14.24.) 30 条边被分为 10 个等价类，每类包含 3 条边 • 这与下一节 有关. 顶点被分为 
5 个等价类，每类包含 4 个顶点 . ； 



m 14. 35将12面体的各个面相粘合 

得到庞加莱12面体空间 



图 14.36 将12面体的各个面 图 14. 37 —个立体克莱因瓶 

相粘合得到塞弗特- 
韦伯12面体空间 


例 14. 14( 塞弗特-韦伯 12 面体空间） 在这种情况，我们确认一个 12 面体相对的每对面 

按顺时针方向旋转&周角后粘合在一起.（见图 14.36). 此时 30 条边被分为每类 5 条边的6 

个等价类.全部20个顶点彼此视为同一，因此，只有顶点的单独一个等价类.商空间是一个 
3 维流形 • （见练习 14. 25.) 

同2维流形一样，对于3维流形也有定向性的概念.在不可定向2维流形的情况下，默比 
乌斯带相应的不可定向性，被不可定向的3维流形所取代，如果它包含称为立体克莱因瓶的 
一个子空间的话. 

定义 14.28 — 个立体克莱因 瓶是一个如图 14.37 所示，通过反射把一个圆柱体的底面上 

相对的两个圆盘视为同一而得到的商空间. 

请注意，一个圆柱体内的每个同心圆柱面在粘合后成为一个克莱因瓶.所以一个立体克 
莱因瓶由收缩于一个中心圆的一组同心克莱因瓶所组成. 

如果我们在一个立体克莱因瓶之内，且我们从它的一端走出来，再回到我们开始的地方， 
那会出现什么情况呢？ 

由于粘合采用的是把一切都从左边扭到右边的方式，我们就可能让我们的心脏回到我们 
身体的另一侧.我们手表的表面就会倒过来，而我们手表的表针就会逆时针转动.有趣的是, 
我们却说不出有什么差别.对我们来说，显然，我们的心脏还是在左边，而我们的手表还总 
是那样 运行. 但是，我们曾经被遗忘的每一个人，以与我们颠倒的状况出现，正如对他们来 
说我们以颠倒的状况出现一样. . 

宇宙包含这样的立体克莱因瓶吗？从数学的观点来说这是可能的. 

• % • 

定义 14.29 —个 3 维流形是 不可定向的， 如果它包一个立体克莱 因瓶. 否则，此 3 维流 

形 是可定向的. 
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例 14.15 考虑一个如图 14. 38所示，通过反射把一个立方体相对的两个面视为同一而得 
到的商空间_我们早先在例 3.27 中看到过这个空间，前面和后面直接被视为同 一的〉 而顶面 
和底面要扭一下才能视为同 一的. 对于左面与右面也同样如此.粘合的结果是一个3维流形， 
且与一个圆周和一个射影平面的乘积 同胚. （见练 

习 3. 38.) 

这是一个不可定向的流形，由于它包含一个把圆柱体的两 
个底面粘合在一起而得到的立体克莱因瓶，此圆柱体从立方体 
顶面的中心延伸到底面的中心. 

3维流形理论领域中最重要的未解决的问题之一，是庞加莱 
猜想.1904年首先由庞加莱提出，这个猜想问，性态与3维球 
面十分类似的3维流形，是否确实是3维球面？ 

在什么意义下流形的性态必定与3维球面类似？请注意， 

如果你在3维球面中取一个圈（一个连续函数/: S 1 — S 3 )， 那 



图 14. 38把立方体相对的两个面 

视为同一而得到一个与 
SXP 同胚的空间 


么它可能收缩于一个点.由于3维球面是道路连通的，且3维球面中每一个圈都可能收缩于 
一 个点，此3维球面称为是单连通的.（见 9.5 节 .） 相形之下，这就与3维环面的情况不同 
了.在产生3维环面的多面体粘合下，在此立方体的竖直线段成为一个圈，它不能收缩于3 


维环面中的一个点. 

庞加莱猜想说，如果一个无边的3维流形是紧致且单连通的，那么，它必定与3维球面 
同胚.庞加莱打算证明这个猜想，但未能实现.在整个上世纪，其他许多人都有这样的企图， 
所发表的许多证明，随后都被确认为是不正确的. 2002年，俄国数学家 G . 佩雷尔曼发表了 
一个证明，在几年之后，经过全世界数学家们的仔细审核，这个证明被确认为是正确的.佩 
雷尔曼不仅解决了著名的上百年的难题，而且他的方法的应用领域超出了庞加莱猜想的范围， 
并预示了在3维拓扑中将出现革命性的研究成果. 2006年，佩雷尔曼由于他的研究成果获得 
菲尔兹奖（但他拒绝接受). 


14. 3节练习 

14. 19 证明3维球面是一个3维流形. 

14. 20 考虑例14.7中的空间5 3 +与5 3 -.定义一个明确的，这两个空间中任一个与此3维球之间的同胚. 
14.21 假设我们有一个多面体粘合，且{^，…，~丨是一个具有方向逆转的面-边序列的，边的等价类. 
设 P 是与 e , 的中点粘合在一起所对应的商空间中的点.证明在此商空间中存在 f 的其边缘是一个射 
影平面的任意小邻域. 

14.22 (1) 证明： 在例 14. 11中所作出 的+拧 流形满足边判别法与顶点判别法. 

(2) 立方体正面与背面的 +拧粘 合由半拧粘合取代. 证明： 所得到的粘合满足边判别法与顶点判别 
法.（所得到的流形称为 j 拧流形 .） 

14. 23 (1) 考虑例 U . I 2 中所作出的■拧 粘合. 在六角柱上，按照所描述的粘合，标记边类与顶点类.证 
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明此粘合满足边判别法与顶点判别法. 

(2) 六角柱的正面与背面的 f 拧粘 合由+ 拧粘合取代.对此六角柱面的这样规定的粘合，重复进行 


(1). (所得到的流形称为 j 拧流形 

14.24 考虑例 14. 13中庞加莱12面体空间的粘合. 

(1) 证明： 此粘合导致边的10个等价类，每类包含3条边，以及顶点的5个等价类，每类包含4个 顶点. 

(2) 证明： 这样规定的粘合满足边判别法与顶点判别法. 

14. 25 考虑例 14. 14中塞弗特-韦伯12面体空间的粘合. 

(1) 征明： 此粘合导致边的6个等价类，每类包含5条边，以及顶点的1个等价类，每类包含所有的顶点 • 

(2) 证明： 这样规定的粘合满足边判别法与顶点判别法. 

14.26 四元流形定 义为，把一个立方体每一对相对的两个面，经 f 拧的顺时针旋转视为同一而得到的流形. 

(1) 在一个立方体的示意图上，为它的各个面作标记，以描述此空间的粘合. 

(2) 证明： 这样规定的粘合满足边判别法与顶点判别法. 

14.27 考虑例 14.15 中所描述的立方体的，产生一个与 SXP 同胚的空间的各个面的粘合.在此立方体上， 
按照所规定的粘合标记边类与顶点类.证明此粘合满足边判别法与顶点判别法. 

14.28 (1) 表示一个圆周与一个克莱因瓶的乘积 々 XK ， 作为粘合立方体各边所得到的一个商空间. 

I 

(2) 在此立方体上，按照所规定的粘合标记边类与顶点类.证明此粘合满足边判别法与顶点判别法. 

(3) 证明 SXK 是不可定向的. 

14.29 粘合图 14. 39所示的四面体的各个面.结果是一个3维流形吗？ 

14.30 考虑图14 40所示的 （1) 与 （2) 描述的八面体的粘合.在这两种情况，确定是否粘合成一个3维流形. 

(1) 在顶部和底部相对的两个面粘合在一起，在每种情况顺时针拧^■圈. 

(2) 在此八面体的关于中心相对的两个面粘合在一起，在每种情况顺时针拧 | 圈. 



图 U . 3 9 这个多面体粘合得到3维流形吗 图 14. 40两种多面体粘合能得到3维流形吗 


14.4 宇宙的几何结构 

让我们再回到我们生活在其中的宇宙的空间部分.正如我们已经注意到，在每一点的周围看来 
具有这样的性质，即存在一个与史中一个开球同胚的 邻域. 我们假定这个宇宙的空间部分是豪斯 
多夫的，且以一组基为它的拓扑，因而是一个3维 流形. 但是它究竟是哪一种3维流形呢？ 
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我们可以通过几何结构对所有的可能性作出 限制. 在一个流形上存在一种几何结构究竟 
具有什么含义，我们并不循规蹈矩地去指出，只要包含作为允许测量诸如距离、角度和曲率 
一类量的附加结构的含义就足够了 • 我们都熟悉在直线上，平面上和3维空间上的欧氏几何 
学，同几何学中一样，这些空间分别记为 E ， E 2 和 E 3 . 

宇宙的几何结构看来具有各向同性和齐次性的 • 各向同性意 味着， 在任意的一点周围的 
任何方向，呈现出相同的几何结构.在这里并不存在略胜一筹的可视为一致的方向 • 这是3 
维欧氏空间所具有的一种 性质. 然而，如果我们通过取 S 2 XE 作为一种几何结构，这种几何 
结构在不同的方向就有不同的性态. 

至于齐次性，那是指空间的几何结构在局部上是相同的.在此空间中给定任意两点，存 
在一个从一点的邻域，到另一点的邻域的等距（保持距离的一个同胚）.为了理解宇宙的全面 
整体的几何结构起见，我们忽略了在黑洞周围可能出现的问题，它们有一个我们假定不扰乱 
整体几何结构的孤立效应. 

3维的几何学只有3 种： 欧氏几何学、球面几何学和双曲几何学，它们都具有各向同性和 

I 

齐次性.正如 R 3 是3维流形的模型空间一样，3维欧氏空间£ 3 、3维球面 S 3 及所谓的3维双 
曲空间，都是3维流形的几何模型.说起 3维欧氏流形， 我们是指这样一种3维流形，在它的 
上面定义了一种几何学，它的局部性态与3维欧氏空间中的性态一样. 3维球面流形与3维双 
曲流形可 类似地定义.我们预料宇宙是这3 种 3维流形之一，所具有几何结构的局部性态恰 
好与 对应模型空间中的几何结构相同. 

每种3维几何结构的模型都有与它有关的曲率.在3维欧氏几何学的情况，曲率是0.在 
球面几何学的情况，曲率是正的.而在双曲几何学的情况，曲率是负的. 

考察这3种几何学降1维的类推，我们有如图41所示的曲率为0的一个平面、曲率为 
正的一个球面和曲率为负的一个鞍面. 


图 14. 41具有0曲率、正曲率和负曲率的几何结构 

在具有曲率为0的平面上，三角形的内角之和正好是 180°. 在曲率为正的球面上，三角 
形的内角之和大于 180°. 在曲率为负的鞍面上，三角形的内角之和严格小于 180°. 

假设我们有一个由欧氏空间中多面体的各个面粘合而成的一个3维流形 M . 为了使得 M 
是一个 3 维欧氏流形，必须满足某些条件.首先，各个面之间的粘合必须使这些面上的距离 
保持不变，所以在由两个面粘合在一起而得到的每个点处的局部几何结构是欧氏几何结构. 
其次，已知一些在面粘合一起时保持距离的面，当我们把橘子瓤状邻域粘合在一起以得到 M 
中一个点的邻域时，粘合在一起的橘子瓤状的面之间的角之和必定为 360°. 换句话说，在 M 
中每个由一些边粘合在一起而得到的点，必定有环绕它的整个360°的欧氏角.最后，流形传 
承被粘合顶点周围的准确的几何结构，也必定是这种情况.多面体顶点的彼此粘合在一起的 
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小邻域必定同时适合，使得在此流形中所得到的点的一个邻域中的局部几何结构是欧氏几何 
结构. 在以下各个例子中， 一 旦边条件得到满足，粘合在一起的顶点必定传承所需要的邻域_ 
我们还可以把在球面空间中多面体的类似物粘合在一起，而在双曲空间中可以同样进行 • 
在这两种环境，为了使此结果是具有相应几何结构的一个 3 维流形，我们需要满足一些条件， 
就同刚才对 3 维欧氏流形讨论过的一样 • 

例 14. 16 设 M 是由欧氏空间中一个立方体的一些面粘合而得到的一个3维流形.在一 
个立方体的每条边，两个面以90°的夹角相交.为了使得 M 是一个3维欧氏流形，在边的每个 
等价类中，必须有4条边，使得那时我们在 M 的点的邻域中，有必需的360°，它们来自此立 

方体的一些边的粘合 . 这出现于在练习 14. 22中所介绍过的3维环面、士拧流形和半拧流形 • 

因此，其中每一种都是3维欧氏流形. 

例 14.17 考虑例 14.12 中的+拧流形.它由 3 维欧氏空间中一个六角柱的一些面粘合而 

D 

成.设 e 是此六角柱的两个正方形面交线上的一 条边. 这两个面之间的夹角是120°，且 e 与另 
两条边粘合在一起，每条边在两个正方形面的交线上.因此，在此流形中，环绕由这些边粘 
合而成的每个点，角度总共为 360°. 再设 e 是在六边形面与正方形面交线处的角.在这种情 
况下，这些面之间的夹角是90°，而 e 与另外3条边粘合在一起，其中每一条边在六边形面与 
正方形面的交线上.此外，在此流形中，由这些边粘合而成的每个点，角度总共为 360°. 于 

是可以得出， | 拧流形是一个3维欧氏流形. 

例 14.18 — 个欧氏12面体各个面之间的夹角为 cos 一 〜 116. 6°. 由12面体上的这 

个粘合产生庞加莱12面体空间，我们指出，它的边被分成10个等价类，每类3条边.这意咪着， 
在此流形中对应点的周围，所需丢弃的角度总共为 360°. 所得到的并不是一个3维欧氏流形. 

为了解决这种情况，我们用球面几何学来理解12面体.在球面几何中放置一个12面体， 

使它各边上的角度增加.事实上，对于在 COS - \ 一 与180°之间的任何角度，在3维球面 

中存在一个 12 面体，使得每对相截的面之间的角度为久特别地，在 3 维球面中存在一个正 
12面体，在每条棱处，各个面之间的角度为 120' 我们可以把这样的12面体粘合在一起，以 
得到庞加莱12面体空间，而且如果这样做我们就满足以下要求，即在每个粘合在一起的边 
上，每个点肩围有 360° 角.因此，庞加莱 12 面体空间是一个球面 3 维流形. 

为了在12面体上粘合产生塞弗特-韦伯12面体空间， 一 些棱被分组为5条棱的6个等价类. 
因此，我们需要让此12面体在每条棱处各个面之间有72°的角.在此我们仍然不能把所得到的流 

形，认为是一个3维欧氏 流形. 然而给定在60°与 cos - y — 之间的任何角，在双曲空间，可以 

构造一个12面体，使得每对相截的面之间的角度为汉特别地，在双曲空间中，每个面之间角度为 
72°的正12面体存在.因此，塞弗特-韦伯12面体空间，是一个双曲3维流形. 

2001年，由来自美国航空航天总署 （ NASA ) 发射的烕尔金森微波各向异性探测器的数据， 
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为宇宙学家提供了某些证据，宇宙的曲率与0十分 接近. 这既意味着，我们生活在一个欧氏宇宙 
之中，也意味着，我们生活在曲率很小的一个球面或双曲宇宙之中 • 如果我们生活在曲率为0的 
欧氏宇宙，即使处于最大的尺度范围，我们在此宇宙中所体验的几何结构是欧氏几何结构，即我 
们曾经广泛加以研究过的几何结构 * 所以，具有由遥远星云所构成顶点的一个巨大的三角形’仍 
然具有它的内角之和为180。的 性质. 如果我们假定宇宙是欧氏的，这有助于我们来确定宇宙是哪 
一种流形吗？哪一种3维流形具有欧氏几何结构呢？引人注目的是，仅仅存在18种可能性，在 
1934年，数学结晶学家诺瓦斯基 （1909 — 1988) 首先在 [ Now ] 中证明了这个结论 • 

定理 14.30 恰好存在18种3维欧氏流形，在其中，6个紧致且可定向的； 4个紧致且不 

晒 

可定 向的； 4个非紧致且可定 向的； 以及4个非紧致且不可定向的. 

这个定理是一个令人吃惊的结果，它告诉我们3维欧氏流形的可能情况是十分有限的. 
与此对照，存在无限多个球面3维流形，以及无限多个双曲流形. 

如果我们进一步假定宇宙是紧致的，可能情况的个数减少到 10. 在10个之中，4个为不可 
定向的.正如我们在上一节中已指出过的，存在某些不同寻常的结论，这些结论涉及，在一个不 
可定向的3维流形中，通过一个立体克莱因瓶而移动.与这一可能性同样有魅力的是，存在使得 
它极不可能出现的物理学 状况. 于是，留下来要考虑的是6个紧致且可定向的3维欧氏流形_ 

在这 6 个流形中，在 14. 3节的例子和练习中，我们已经看到 3 维环面、+扭流形、+扭流 

形、半扭流形 及+扭 流形.其余可能的流形即亨茨舍尔一文特流形，在练习 14.32 中再作介绍 • 

14. 4 节练习 

14.31 证明： 在练习 14.23 中的+扭流形可以认为是一个欧氏流形. 

14.32 通过把一对立方体的一些面如图 14.42 那样粘合在一起， 

来定义亨茨 舍尔-文特流形. 

U ) 证明： 所指出的粘合满足边判别法和顶点判别法，因 
而结果是一个3维流形. 

(2) 证明： 亨茨舍尔-文特流形是一个3维欧氏流形. 

14* 33 在练习14_ 26中所介绍的四元流形具有三种几何结构（欧 

氏几何结构、球面几何结构及双曲几何结构）之 一 ，它是图 14. 42把一对立方体的一些面粘合在 
哪一种几何结 构呢？ 一起得到亨茨舍尔-文特流形 

14.34 请说明为 什么前 5种紧致且可定向的3维欧氏流形是所谓的环面把柄.这就是说，存在嵌入每个流形的一 
个环面，使得当我们挖去这个环面的一个邻域时，结果是同胚于一个环面同一个区间乘积了><[0, 1]. 

14. 35 一个平行六面体由3维空间中的3个线性无关的向量来定义.而3个紧致且可定向的3维欧氏流形中 
的每一个，都可以通过把此六面体相对的面视为同一而得到.请确定对一个平行六面体形状作怎样 
^ 的限制，是使此流形由这个平行六面体相对的面视为同一而实现所必须的. 

14.36 举3个不同的非紧致且连通的3维欧氏流形的例子. 

14.37 (1) 证明： 一个克莱因瓶与一个圆周的乘积 KXS 1 ， 可以认为是一个3维欧氏流形. 

I 

(2) 举另一个紧致、连通且不可定向的3维欧氏流形的例子. 
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14. 44 在3•维环面和3维空间中每对星云之间距离的假想分布 


14.5 宇宙是哪一种流形 

我们再来为宇宙的空间部分某些可能的流形列出一张表，如何才能说哪一种流形是符合 
要求的呢？本节我们来讨论宇宙学家用于确定宇宙形状的两种方法. 

宇宙晶体学 

法国宇宙学家 M . 拉谢兹、 R . 勒乌克和 J - P . 吕米内在他们 I " 6 年的论文 [ Leh ] 中提 
出了这种方法.请设想，我们生活在一个 3 维环面，它由一个边长为1000万光年的立方体的 
面粘合在一起而构成.而在目前，再设想我们在此瞬时能看到在宇宙中的任何事物（一会儿， 

我们将修正这个在物理上不可能的假 设）. 当我们凝视如图 / - 7 

14. 43所示的，与此立方体的面垂直的各个方向，我们的星云位 yf \ t 
于我们的视线1000万光年的远处消失.进一步延长我们的视线， r ; | 

我们就能看到，星云更进一步远在2000万光年之遥，3000万光 - " 

年之遥，等等_因此当我们以各个方向注视宇宙时，我们的星云 _» 

就构成一个格子状模式.不仅这样，我们在粘合在一起的立体内 1 

的每个星云也是如此.同时，在此立体内，这些星云可能会随机 ^—— ■ ——^ 

地消散，如果把我们所见到的每个星云的像考虑为我们凝视而得图1 4 . 4 3在一个 3 维环面宇宙， 
到的，存在许多对1000万光年之遥的像，并存在2000万光年之 我们的视线把^们 

、说认你 带回我们的星云 

遥的像，等等. 

在这个3维环面宇宙，我们看到的星云，不仅位于1000万光年的整数倍之处.如果沿与 

立体表面之一的一条对角线平行的方向观看的话，那么，我们所看到的星云在 # X 1000 万光 
年之遥，以及这个距离的整数倍之遥.而如果沿与立体对角线之一平行的方向观看的话，那 

么，我们所看到的星云在 WX 1000万光年之遥，以及这个距离的整数倍之遥.还存在我们观 
看我们的星云的其他的距离，这取决于我们的观察方向. 

按照这个推理，如果我们生活在一个3维环面宇宙，而要测量我们所见到的每对星云之 
间的距离，那么，我们预期距离的整体分布，会有如图 14. 44左面所示的一些倒立钉子的形 
状.与此相对照，如果宇宙是3维欧氏空间，我们可能期望会看到如图 14. 44右面所示的， 
中心在某个平均距离附近的，距离的一个略具随机性的分布. 
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在理论上，这听起来似乎很棒，然而，我们必须考虑物理的实际 情况. 光线从星云到达 
我们要花费时间，而星云是在运动之中，所以一个特定的星云的两个不同的象，未必能使它 

们之间的距离刚好等于前面提到过的理论值 （1000 万光年、 WX1000 万光年、 # X1000 万光 
年，等等).但是，我们仍然能期望看到，这些距离聚集在这些值的周围.此外，当这些星云 
相距十分遥远时，它们就难以被发现，所以，它们并不是所观察到的最佳结构. 

宇宙学家的一个替代方法，是用测量星云的超星系团之间的距离.期望使用超星系团的目 
录，来确认各对超星系团之间 的距离 ，然后再用此距离数据的模式，来试图辨认与宇宙形状相对 

应的流形.用现有的超星系团目录，这样的模型至今还没有被发现.但是，在不久的将来，就会 

• ^ 

有更复杂的目录可用，它可以提供有助于显示.出我们生活在其中的流形的一些模型. 

, • - J9 

宇宙学微波背景辐射 - 

在1965年，贝尔实验室的 A . 彭西和 R •威尔逊在研究来自银河系的无线电辐射时，发现 
了一种意想不到的，不变的背景无线电噪声.这些科学家最终认为，他们所接收到的噪声， 
本质上是来自太空各个方向的星云外部的波长不变的辐射.这种辐射，现在称为宇宙微波背 
景 （ CMB ). 他们的发现，结果被证实为具有非常重要的含义，由于这种辐射被证明为是宇宙 
中最古老 的光. CMB 的光，标志了在宇宙起源大爆炸后宇宙第一次变冷，使得足以让辐射从 
炽热的宇宙浓雾中逃逸.在宇宙大爆炸后大约30 万年 之后，宇宙的温度冷得足以让电子和质 
子组合构成第一个原子.这也意味着，原先一成不变地由自由带电粒子散播出的辐射，现在 
能以光速通过仍然在扩展中的 宇宙. 这种逃逸的辐射现在看成是，在各个方向上具有相对固 
定温度（大约 2. 73 K ) \的无线电辐射源的宇宙微波背景. CMB 的温度改变为1万度的一部分. 
在 CMB 中所存在的小的变化，为我们展示了密度的少许差别，这些差别由早期的宇宙提供， 
并借助重力最终导致物质结成星云\星星和行星. 

看来， CMB 辐射发源于一个巨大的球面，称为最后散射的曲面.利用美国航空航天总署 
于1989年发射的宇宙背景探测器 （ COBE ) 卫星的数据，就能够画出 CMB 的第一温度图. 
2001年，美国航空航天总署发射的威尔金森微波各向异性探测器 （ WMAP )， 提供了比 
COBE 分辨率更高的 CMB 的温度数据 • 在图 14*45 中，我们展示了源于 WMAP 数据的 CMB 
的温 度图. 深黑阴影区域较冷，而浅黑阴影区域较热，但是，正如我们已经指出过的，在平 
均值 2.73 K 附近，无论哪一侧温度的差别，大约只有 0.0001 K . 



图 14.45 CMB 的温度图（得到美国航空航天总署 / WMAP 科学团队的许可) 


流形与 宇皆学 


313 


宇宙学家 N . 科尼什、 D . 施佩格尔与 G . 施塔克曼以及数学家 J . 威克斯，曾经推荐过一 
种称为“太空中一些圆周”的方法，通过 CMB 的温度断面，来确定宇宙的拓扑结构•（见 
[ Corl ]、[ Cor 2] 和 [ Weel ].) 请设想，宇宙是通过把一个立方体相对的面粘合在一起所构 
成的一个3维 环面. 此外，请设想，最后散射的曲面扩展到这样的点，如图 U . 46所示，它 
的直径超出了此立方体的边长.当此球面与此立方体相对的面相截时，它导致此球面与自身 
相截，这是由于立方体相对的面是粘合在一起的.正如此图所表示的，这些自相交的截线， 
来自在此球面上的一些圆周，而当我们从内部来考察此球面时，每个截出的圆周，可以在此 
球面上的两个不同的位置看到. 



图 14.46 在太空中的圆周来自自身相截球面 

“太空中一些圆周”的观念，是考察 CMB 温度图，以找到一对圆周，在它周围，温度 
分布是相 同的. 每对这样的圆周，可能表示最后散射的曲面与自身的一条截线.我们的希 
望是，在最后散射曲面上所截出圆周的配置，将揭示一些模式，它们也许仅出现在可能人 
选宇宙的拓扑形状的那些流形之一的 内部. 按照这种方式，我们就能够确认，我们生活在 
其中的究竟是哪一种流形了. 

14.5 节练习 

14. 38如果我们处于作为一个环面的 2 维宇宙，此环面是由边长为 2 与 4 的矩形构成，在那里我们能看到星 
系际的超星系团距离分布的峰值吗？如果改为以矩形的长为2的边，与它的对边翻一个筋斗而粘合, 
使得所得到的空间是一个克莱因瓶，那么我们在那里能看到峰值吗？ 

14. 39在以下两种情况，如何对星系际的超星系团距离分布的峰值进行比较？ 一种情况是，我们把 3 X 
3 X 4 的长方体相对的面粘合在一起得到一个环面.另一种情况是，把长方体的面粘合在一起得 
到一个半拧流形，其中被拧的面是尺寸为 3 X 3 的面. 此外，以上这两种情况如何与以下的情况 

相比较，这后一种情况是，把长方体的面粘合在一起得到一个+拧流形，其中被拧的面是尺寸 
为 3 X 3 的面？ 

14. 40假设宇宙是一个立方体以相对的面粘合产生的 3 维环面、+拧流形或是半拧 流形. 请说明，我们 

如何能用“太空中一些圆周”，来对这些可能性加以区别，请指出，在每种情况中所出现的圆周之 
间的区别. 




















进一步阅读材料 


我们在以下所列出的某些附加阅读材料，与本书所介绍过的课题有关.所列出的论题， 
按它们在本书中首次出现时的次序来排列.其中许多课题有丰富的 文献. 在选择材料时，我 
们主要考虑起点合适或阐述精辟 • 

拓扑学的 历史： [ Jam ] 由40篇论文组成，涉及拓扑学历史方面的不同论题.著作 
[ Man ] 是对有关分析中的概念和问题的一个提示，在导致拓扑学的公理化基础的数学发展 
中，这些概念和问题曾起过作用. 

数字 拓扑： 直观介绍了在数字图像处理中供建模用的拓扑空间的论文，除了本书曾提及 
的 [ Kon ] 夕卜，还有 [ Khal ]、[ Kha 2] 和 [ Kov ]. 

表型 空间： 除了本书曾提及的论文 [ Fonl ] 夕卜，其他涉及进化中的表型空间和连续性的 
论文，还有 [ Cupl ]、[ Cup 2]、[ Fon 2]、[ Stal ] 和 [ Sta 2]_ 

地理信息系统中的空间 关系： 涉及拓扑空间关系地理信息系统的文献很多.论文 [ Sch ]、 
[ Sha ] 和 [ The ] 是根据本书已讨论过，以及最初在 [ Ege ] 中曾提出过的模型所作研究工作 
的一个范本. [ Ren ] 提出了一个替代的拓扑空间关系模型. 

拓扑学和物理学： 教材 [ Mon ]、 [ NasC 2] 和 [ Shv ] 按三种不同数学素养水平，分别介 
绍和讨论了有关拓扑学在物理学中作用的课题.论文 [ NasCl ] 阐述了从 19 世纪中叶至今物 
理学与拓扑学相互关系的历史. 

正向运动学 映射： 论文 [ Bakl ] 是关于正向运动学映射拓扑性质的比较浅显的介绍.提 
供这方面前景介绍的，还有论文 [ Bak 2]、[ Dem ] 和 [ Got ]. 

纠 错码： 教材 [ Bay ] 和 [ Pie ] 提供了有关纠错码数学方法的基本介绍. 

莱文斯坦 度置： 著作 [ San ] 包含了有关莱文斯坦度量的一系列论文，它还包括了在 
DNA 序列分析、语音识别、纠错和鸟声分析等方面的应用. 

自动导向 装置： 教材 [ Lat ] 提供了有关机器人运动设计数学方法的全面介绍.连同本书 
所提及的 [ Abr 2]， 几篇最近的论文 [ Abrl ]、[ Ghrl ] 和 [ Ghr 2] ，对自动导向装置构形空间 

的结构进行了考察. 

动力系统和 混沌： 教材 [ DevR ]、[ AU ] 和 [ Str ] 对动力系统和混沌在理论和应用各方 
面作了介绍.教材 [ Gil ] 从拓扑学的观点，给出了处理动力系统理论更现代的一种方式.从 
20世纪60到80年代，混沌理论发展的入门性概述可以在 [ Gle ] 中找到. 

经济学应用与博弈论 ：冯.诺伊曼和 0. 摩根斯顿的书 [ Von ] 是博弈论和经济模型数学 

I 

理论的一本经典著作.卡库塔尼对布劳威尔不动点定理的推广，最初发表于 [ Kak ]， 而纳什 
均衡存定理首先在 [ NasJ ] 上发表.涵盖不动点理论、经济学上的应用和博弈论的新书，还 
有 [ Bor ] 和 [ Fra ]. 
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纽结理 论：在 [ Reil ] 中，赖德迈斯特提出了赖德迈斯特运动，他后来出版了一本纽结 
理论方面的书 [ Rei 2] . V . 琼斯在 [ Jon ] 中引入了他的多项式不变量. 

著作 [ Adal ]、[ Cro ] 和 [ Liv ] 对我们追踪纽结理论方面的资料是很有益的，它们扩展 
了我们在第12章中所提出的每一个课题，它们还介绍了纽结理论方面许多其他课题 • 

纽结理论的 应用： 教材 [ Sum ] 包含6篇单独的论文，涉及拓扑学和纽结理论在生物学、 
化学和物理学上的应用.论文 [ Die ] 提供了有关一个纽结状分子合成的原始 信息. 著作 
[ Fla ] 涉及许多与纽结和一些图的嵌人有关的课题，重点是它们与一些分乎结构的关系 • 

拓扑 图论： [ Gro ] 是拓扑图论的一本优秀的人门读物，从图论的基本概念出发，并包括 
了与一些图的拓扑结构有关的许多课题. 

图在化学中的 应用： 教材 [ DevJ ] 是一本论文集，涉及拓扑描述符在化学中的使用•教 
材 [ Tri ] 对化学图论作了全面的介绍，而教材 [ Bon ] 是关于这一课题不同方面的9篇单独 
论文的汇集.此外还可参阅在“纽结理论的应用”中所提到的教材 [ Fla ]. 

图在电子线路设计中的 应用： 刊物 [ Roh ] 是 IEEE (电气与电子工程师协会）会刊在集 
成电路和系统的计算机辅助设计方面的一个 专集. 它致力于微电子学中的线路设计，由11篇 
论文组成，其中大部分使用了拓扑学或图论的观念.论文 [ Agg ]、[ Bha ] 和 [ Fou ] 都涉及 


交叉数或厚度在电子线路的设计或结构方面的应用. 

流形与宇宙学：论文 [ Ada 2] 是对流形与它们在确定宇宙形状中应用的一个人门 向导. 
论文 [ Thu 2] 对流形研究中所使用的各种数学观念作了简要的 介绍. 著作 [ Wee 2] 对曲面和 
3维流形的几何学与拓扑学进行了精妙绝伦的介绍，而 [ Thul ] 是一本专注于3维流形更前 
卫的教材. 
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數学建模 

数学建模方法与分析 （ Meerschaert , 中） 

数学建模 （ Giordano , 中、英） 

黴分方程 

实用偏微分方裎 （ Haberman , 中 、英） 

偏微分方程教程 （ Asmar , 中、英） 

微分方程与边界值问题 （ Zill , 中、英） 
动力系统导论 （ Robinson , 中、英） 

流体动力学导论 （ Batchelor , 英） 

S 

计算数学 

数值方法和 MATLAB 实现与应用 ( Reckten - 
wald ,中） 

数值分析 （ Kincaid , 中、英） 

数值方法（金一庆，编写） 

计算机数值计算方法及程序设计（周煦，编写） 
科学计算 导论： 使用 MATLAB 的矩阵向量方 
法 （ VanLoan , 英） 

MATLAB 数值计算 （ Moler , 中） 

具体数学：计算机科学基础 （ Graham , 中、英) 

概率统计 

概率论与数理统计（陈方樱，编写） 

概率论基础教程 （ Ross , 中） 

概率统计 （ Stone , 英） 

概率论及其在投资、保险、工程中的应用 



华章数学译丛 



( Bean , 英） 

概率与计算 （ Mitzenmacher ,中） 

贝叶斯方法 （ Leonard , 英） 

抽样理论与方法 ( Govindarajulu , 

数理统计与数据分析 （ Rice , 英） 

应用回归分析和其他多元方法 （ Kldnbaum , 英 } 
多元数据分析 （ Lattin . 英） 

预测与时间序列 （ Bowerman , 英） 

时间序列分析的小波方法 （ Perdval , 中、英) 
随机过程导论 （ Kao , 英） 

试验者的统计学 （ Box , 中） 

理工科概率统计 （ Walpole ，中） 

统计学 （ Mendenhall ,中） 



离散数学（陈国勋，编写） 

离散数学导学 （ Simpson , 中} 

离散数学及其应用 （ Rosen , 中、英) 
离散数学 （ Dossey , 中 、英} 

离散数学及其应用（徐凤生，编写） 

组合数学 

组合数学教程 （van Lint , 中 ，英） 

组合数学 （ Brualdi , 中、英） 

应用组合数学 （ Roberts , 中、英） 


计数组 合学： 卷1、卷2 ( Stanley ，英） 

图论导引 （ West , 中、英） 

图论 （ Tutte , 英） 

网 络流： 理论、算法与应用 （ Abuja , 英> 

數论 

初等数论及其应用 ( Rosen , 中、英> 

数论概论 （ Silverman , 中 、英） 

數理逻辑 

应用逻辑 （ Nerode , 中 、英} 

金融数学 

金融数学 （ Stampfli , 中、英） 

数理金融初步 （ Ross , 中 、英） 

金融时间序列分析 中） 

运筹学 

数学规划导论 （ Walker , 英） 

线性规划导论 （ Vaserstein , 中 、英） 

數学软件 

LATEX 实用教程 （ Kopka , 英） 

MATLAB 7 及工程问题解决方案 （ Etter , 中) 
SAS 统计分析及应用（黄燕， 编写） 






